
UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO SUL

INSTITUTO DE MATEMÁTICA

PROGRAMA DE PÓS-GRADUAÇ�O EM MATEMÁTICA APLICADA

Identi�
ação de Modelos Dinâmi
os para

Biorreatores Anaeróbi
os

por

Walter Mendes Haselein

Trabalho submetido 
omo requisito par
ial

para a obtenção do grau de

Mestre em Matemáti
a Apli
ada

Prof. Dr. Diego E
khard

Orientador

Porto Alegre, Abril de 2017.



CIP - CATALOGAÇ�O NA PUBLICAÇ�O

Haselein, Walter Mendes

Identi�
ação de Modelos Dinâmi
os para Biorreatores

Anaeróbi
os / Walter Mendes Haselein.�Porto Alegre: PPG-

MAp da UFRGS, 2017.

94 p.: il.

Dissertação (Mestrado) �Universidade Federal do Rio

Grande do Sul, Programa de Pós-Graduação em Matemáti
a

Apli
ada, Porto Alegre, 2017.

Orientador: E
khard, Diego

Dissertação: Matemáti
a Apli
ada,

Mestrado, Dissertação

ii



Identi�
ação de Modelos Dinâmi
os para

Biorreatores Anaeróbi
os

por

Walter Mendes Haselein

Trabalho submetido ao Programa de Pós-Graduação em Matemáti
a

Apli
ada do Instituto de Matemáti
a da Universidade Federal do Rio

Grande do Sul, 
omo requisito par
ial para a obtenção do grau de

Mestre em Matemáti
a Apli
ada

Linha de Pesquisa: Sistemas não-Lineares e Biomatemáti
a

Orientador: Prof. Dr. Diego E
khard

Ban
a examinadora:

Profa. Dra. Maria Cristina Varriale

PPGMAp-UFRGS

Profa. Dra. Lu
íola Campestrini

PPGEE-UFRGS

Prof. Dr. Odori
o Konrad

PPGAD-Univates

Dissertação apresentada e aprovada em

Abril de 2017.

Prof. Dr. Carlos Hoppen

Coordenador

iii



�A verdade pode ser intrigante. Pode dar algum trabalho lidar 
om

ela. Pode ser 
ontra-intuitiva. Ela pode 
ontradizer pre
on
eitos profundamente

enraizados. Pode não se 
oadunar 
om o que queremos desesperadamente que seja

verdade. Mas nossas preferên
ias não determinam o que é verdade. Para mim,

é muito melhor 
ompreender o universo 
omo ele realmente é do que persistir no

engano, por mais satisfatório e tranquilizador que possa pare
er. Eu não quero

a
reditar, eu quero saber!�

Carl Sagan
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as

D+
h Diferenças progressivas

D−
h Diferenças regressivas

O Ordem do erro de aproximação

ETL Erro de trun
amento lo
al

∇f Gradiente da função f
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Jf Ja
obiana da função f

Hf Hessiana da função f

xr Ponto de re�exão no método simplex de Nelder-Mead

xe Ponto de expansão no método simplex de Nelder-Mead

xce Ponto de 
ontração externa no método simplex de Nelder-Mead

xci Ponto de 
ontração interna no método simplex de Nelder-Mead

v1.2 Vetor identi�
ado a partir dos dados experimentais de inserção de 1%

de substrato

v2.2 Vetor identi�
ado a partir dos dados experimentais de inserção de 2%

de substrato
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RESUMO

Biorreatores anaeróbi
os são sistemas que utilizam ba
térias para de-

gradar substratos orgâni
os na ausên
ia de oxigênio e produzir biogás. Neste traba-

lho foram propostos modelos matemáti
os para a dinâmi
a de biorreatores anaeróbi-


os do tipo semibatelada, levando em 
onta sua 
omplexidade e diferentes aspe
tos

no desenvolvimento dos mi
ro-organismos agentes. A estrutura do sistema 
onsi-

derou a presença ou não de termos de mortalidade e adotou um modelo de 
aráter

não-linear. Dessa forma, foi ne
essário o estudo de té
ni
as 
omputa
ionais 
apa-

zes de simular os fen�menos envolvidos na operação de um biorreator, bem 
omo

analisar métodos de otimização ne
essários para identi�
ar os parâmetros dos mo-

delos que os des
revem. A identi�
ação foi feita através do método de minimização

do erro de simulação, o qual resolve um problema de otimização que minimiza o

somatório dos quadrados dos erros entre os dados do experimento e a simulação

do sistema. Foram realizados testes para veri�
ar a identi�
abilidade do modelo.

Dados 
oletados de experimentos em biorreatores foram empregados para validar os

modelos desenvolvidos.
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ABSTRACT

Anaerobi
 biorea
tors are systems that use ba
teria to degrade orga-

ni
 substrate in oxygen absen
e and produ
e Biogas. In this work, mathemati
al

models were proposed to des
ribes the fed-bat
h anaerobi
 biorea
tors dynami
s,

taking into a

ount their 
omplexity and many aspe
ts of mi
roorganisms develop-

ment. The system stru
ture 
onsidered the presen
e or not of mortality rates and

adopted a non-linear behavior to the model. Therefore, was ne
essary the study of


omputational te
hniques able to simulate the involved pro
esses. The identi�
a-

tion was made through the minimization method of simulation error, whi
h solves

an optimization problem that minimizes the sum of quadrati
 error between the

experiment data and system simulation. Tests were applied to verify the model

identi�
ability. Colle
ted data from real experiments in biorea
tors were used to

validate the developed models.
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1 INTRODUÇ�O

O desenvolvimento e
on�mi
o tem a
arretado severas 
onsequên
ias ao

meio ambiente. Os danos de
orrentes da produção industrial e agrí
ola vem sendo

uma das grandes preo
upações de órgãos ambientais, que bus
am 
ontrolar 
om

bastante rigor o que é des
artado por esses meios. Além disso, o 
res
imento do


onsumo energéti
o tem provo
ado a ne
essidade de se obter fontes de energia reno-

váveis, uma vez que as não renováveis tradi
ionais, geradas a partir dos 
ombustíveis

fósseis 
omo petróleo e 
arvão mineral, podem não atender a demanda futura, e

também são agressivas ao meio ambiente [1℄. Dessa forma, a bus
a por alternativas

sustentáveis que não interrompam o desenvolvimento e
on�mi
o e substituam as

fontes usuais de energia são 
ada vez mais in
entivadas.

O avanço te
nológi
o pode 
ontribuir para esse �m. Com o estudo e

o aprimoramento de ferramentas te
nológi
as que permitam a utilização de agentes

biológi
os, a biote
nologia tem se apresentado 
omo um interessante 
aminho na

aliança entre progresso e
on�mi
o e sustentabilidade. Diversas pesquisas apontam

bom retorno da apli
ação desses 
onhe
imentos no 
ontrole de poluição e desen-

volvimento de 
ombustíveis e energia limpa [27℄. Biorreatores, em parti
ular, são

sistemas que aliam o des
arte de resíduos orgâni
os industriais e agrí
olas à gera-

ção de alguns produtos 
omo gás metano, por exemplo, que pode ser reaproveitado

domesti
amente 
omo gás de 
ozinha ou ainda na obtenção de energia elétri
a e


ombustível vei
ular [11℄. Esse subproduto é gerado a partir da digestão anaeróbi
a

de mi
ro-organismos que, na ausên
ia de oxigênio, 
onvertem a biomassa (matéria

orgâni
a) em biogás através de reações quími
as e biológi
as. Sendo assim, faz-se

importante entender os fen�menos envolvidos no fun
ionamento de um biorreator

para poder utilizá-lo da melhor forma possível.
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A 
ompreensão dos pro
essos de um biorreator torna essen
ial a bus
a

por modelos matemáti
os que representem sua dinâmi
a. Esses modelos permitem

simular as atividades desses sistemas, possibilitando o 
ontrole e a otimização de sua

operação. Além disso, experimentos práti
os muitas vezes são demorados e 
ustosos,

o que torna ainda mais interessante o desenvolvimento desses modelos. Na literatura,

en
ontram-se diversas modelagens para esse sistema, algumas bastante simples e

outras mais 
omplexas [11℄. Desse modo, um dos enfoques deste trabalho é na

obtenção de um modelo 
on�ável que retrate 
om pre
isão os fen�menos envolvidos

na operação de um biorreator anaeróbi
o.

A estrutura dos modelos utilizados na des
rição dos pro
essos de um

biorreator é baseada, geralmente, nas leis de 
onservação de massa e energia do meio.

A partir disso, o me
anismo matemáti
o mais empregado nessa representação é um


onjunto de equações diferen
iais ordinárias parametrizadas, 
apazes de des
rever as


ara
terísti
as parti
ulares de 
ada biorreator. Entretanto, a 
omplexidade dessas

equações requer o uso de métodos 
omputa
ionais que possibilitem obter a solução

numéri
a para o sistema. Por isso, neste trabalho são apresentadas algumas té
ni
as

que podem ser apli
adas na resolução desse problema.

Outro aspe
to importante no desenvolvimento de modelos matemáti
os

é sua validação. Demonstrar que a modelagem adquirida é 
apaz de simular 
om

pre
isão os pro
essos de um biorreator é essen
ial para a 
on�abilidade do modelo

proposto. Uma das maneiras de se realizar a validação é através da identi�
ação dos

parâmetros que, a partir de experimentos práti
os de um biorreator real, possibilite

estimar o valor das 
onstantes que estão envolvidas na des
rição do modelo. Esses

valores devem atender aos requisitos do modelo e torná-lo �el ao 
omportamento da

dinâmi
a espe
í�
a do biorreator 
ujos dados foram extraídos. Em outras palavras,


ada biorreator gera modelos 
om parâmetros distintos. Para realizar a identi�
ação,

é fundamental que se apliquem algoritmos de otimização, que minimizem o erro entre

os dados que são forne
idos experimentalmente e os oriundos do modelo.
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Nos resultados apresentados neste trabalho, dados experimentais que


ontinham a saída de gás de alguns biorreatores anaeróbi
os foram utilizados para

validar o modelo. Para isso, apli
ou-se o algoritmo de mínimos quadrados, que

minimizou o erro quadráti
o entre as vazões de gás obtidas pelo experimento e as

reproduzidas 
omputa
ionalmente. Além disso, diferentes dinâmi
as foram adotadas

para representar o desenvolvimento das populações de mi
ro-organismos. Prop�s-

se também a 
on�guração do sistema por dois modelos distintos, sendo um mais

simpli�
ado e outro mais 
omplexo, 
om o objetivo de de�nir qual dos 
asos é mais

apropriado para apli
ação.

O trabalho é disposto da seguinte forma: no 
apítulo 2 são apresen-

tados os biorreatores, de�nindo seu 
on
eito, sua 
lassi�
ação a partir da digestão

dos mi
ro-organismos, distinguindo seus modos de operação, des
revendo os fen�-

menos bioquími
os envolvidos na digestão anaeróbi
a e exibindo uma 
on�guração

geral para a modelagem matemáti
a de um biorreator. A seguir, no 
apítulo 3,

são abordados métodos que obtém a solução numéri
a para equações diferen
iais,

ne
essários para a simulação do modelo, assim 
omo té
ni
as de otimização indis-

pensáveis para realizar a identi�
ação dos seus parâmetros. Logo após, o 
apítulo 4

mostra o que está envolvido na identi�
ação de parâmetros de um modelo e analisa

a identi�
abilidade do sistema proposto para representar a dinâmi
a do biorrea-

tor, veri�
ando quais 
onstantes podem ser identi�
adas. Então, no 
apítulo 5, são

apresentados os resultados adquiridos na identi�
ação dos parâmetros dos diferentes

modelos propostos, realizados 
om base em dados experimentais, e também é feita

uma dis
ussão a
er
a das respostas obtidas. Por �m, no 
apítulo 6, são feitas 
on-


lusões sobre as 
ontribuições deste trabalho e 
onsiderações a respeito de possíveis

trabalhos futuros.
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2 BIORREATORES

Biorreatores são sistemas ou equipamentos nos quais 
on
entrações de

ba
térias realizam a transformação da biomassa em algum produto [11℄. A biomassa

é a matéria orgâni
a que pode ser transformada em energia a partir de reações

quími
as e biológi
as. Ela pode ser originada de e�uentes urbanos ou industriais

(sólidos ou líquidos, 
omo o lixo), resíduos agrí
olas e rejeitos �orestais (madeira) [1℄.

O produto �nal varia de a
ordo 
om a matéria-prima e 
om as te
nologias utilizadas

na obtenção da energia. Uma dessas te
nologias mais e�
azes é o biorreator.

O desenvolvimento dos biorreatores o
orre de a
ordo 
om o produto a

ser gerado e as exigên
ias dos agentes biológi
os envolvidos, resultando um ambiente

favorável à a
eleração da de
omposição dos resíduos orgâni
os. Neles, se mantém

um meio de 
ultivação líquido, o que permite o monitoramento de alguns parâmetros

envolvidos no pro
esso, tais 
omo pH, temperatura, 
on
entração de íons, et
 [28℄.

2.1 Tipos de Biorreatores

Em geral, os biorreatores são projetados de 3 formas, de a
ordo 
om seu

pro
esso de digestão. Esses pro
essos podem ser aeróbi
os, anaeróbi
os ou híbridos.

Tipi
amente, os biorreatores são idealizados segundo sua �nalidade, e suas dimensões

variam de a
ordo 
om as possibilidades, que in
luem regulamentação governamental,

viabilidade �nan
eira, espaço físi
o disponível, entre outras 
ara
terísti
as [17℄.

2.1.1 Biorreatores Aeróbi
os

Biorreatores Aeróbi
os são projetados para se bene�
iar da degradação

do insumo orgâni
o através de um ambiente propí
io para o 
res
imento de ba
térias

aeróbi
as. Este tipo de biorreator a
elera a de
omposição do substrato pela adição
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de ar e água ao meio, essen
iais no pro
esso de digestão aeróbi
a. Uma das vantagens

deste modelo é a maior rapidez na estabilização do sistema. Além disso, são os mais

indi
ados para reações que não 
onseguem produzir gás metano para 
onverter em

energia. O monitoramento da temperatura por meio da massa do substrato e o

monitoramento do �uxo de ar pelos respiradouros permite ao operador determinar

quais as quantidades de ar e líquido são as ideais para serem adi
ionadas, resultando

em uma atividade biológi
a mais e�
iente [17℄.

2.1.2 Biorreatores Anaeróbi
os

Biorreatores Anaeróbi
os mantém um ambiente favorável à degrada-

ção de matéria orgâni
a por ba
térias que realizam sua digestão sem a presença

de oxigênio. Este tipo de biorreator apresenta algumas vantagens, 
omo a grande


apa
idade de de
ompor os insumos orgâni
os (até mesmo de maior 
omplexidade),

transformando-os em gás metano e, ao mesmo tempo, produzindo lodo residual que

pode ser utilizado na agri
ultura 
omo fertilizante [3, 4℄. Este pro
esso também

é viável do ponto de vista e
on�mi
o e e
ológi
o, uma vez que produz gás a uma

taxa mais rápida que a normal e ainda reduz a ne
essidade de emissão de poluentes

[17℄. O biogás gerado pela atividade dos mi
ro-organismos anaeróbi
os pode ser

utilizado 
omo 
ombustível para veí
ulos, gás de 
ozinha ou ainda na geração de

energia elétri
a [11, 25℄.

2.1.3 Biorreatores Híbridos

Este pro
esso emprega ambos os métodos anteriores, aerando o subs-

trato na parte superior do reator para a
elerar sua de
omposição enquanto produz

gás na parte inferior por meio da digestão anaeróbi
a. O objetivo dessa implemen-

tação é aproveitar as vantagens de 
ada um dos estágios, aeróbi
o e anaeróbi
o,
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ombinando a rápida degradação dos resíduos no primeiro 
om uma geração mais

rápida de gás no segundo [17℄.

Os biorreatores podem ser 
ara
terizados de a
ordo 
om o seu modo

de operação, isto é, pela forma de 
ultivo dos mi
ro-organismos agentes no pro
esso

[10℄. Na próxima seção, serão apresentadas as prin
ipais maneiras de se realizar esse


ultivo.

2.2 Modos de operação de um biorreator

Os biorreatores podem ter apli
ações diversas. Dessa forma, seu geren-


iamento deve adequar-se a sua �nalidade, levando em 
onta o tipo de substrato a

ser introduzido e administrando essa inserção da melhor maneira possível. Sendo

assim, podemos 
lassi�
á-los 
onforme sua operação, distinguindo três prin
ipais

modos: batelada (ou de fermentação des
ontínua), semibatelada (ou de fermenta-

ção semi
ontínua) e 
ontínua (ou de fermentação 
ontínua).

2.2.1 Modo Batelada (fermentação des
ontínua)

Neste modo de operação, todo o substrato é introduzido no iní
io do

pro
esso. Não há a
rés
imo nem remoção do material orgâni
o durante o pro
edi-

mento, o
asionando uma reação em volume 
onstante [10℄. O ambiente no interior

do biorreator se altera frequentemente, o que modi�
a o metabolismo dos mi
ro-

organismos agentes, estimulando ou inibindo seu 
res
imento. Esse fen�meno é


omplexo, e pode ser des
rito por seis fases:

• Fase de atraso: Nesta fase, aparentemente não há 
res
imento da po-

pulação dos mi
ro-organismos. Porém, veri�
ou-se através de análises

bioquími
as que o metabolismo está em pro
esso de adaptação ao am-

biente, indi
ando que seu desenvolvimento está prestes a 
omeçar;
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• Fase da a
eleração temporária: É uma fase bastante 
urta, na qual o


res
imento se ini
ia;

• Fase exponen
ial: Nessa fase o 
res
imento mi
robial atinge sua taxa

máxima na ausên
ia de agentes inibidores e 
om o ambiente em 
on-

dições favoráveis. Contudo, o 
res
imento exponen
ial tem duração

limitada, uma vez que as 
ondições do meio se alteram e a taxa de

aumento das ba
térias 
omeça a de
res
er;

• Fase da desa
eleração: Também é uma fase bastante 
urta, na qual a


on
entração de mi
ro-organismos 
res
e de maneira mais lenta;

• Fase esta
ionária: Aqui, o desenvolvimento 
ompleto da população ba
-

teriana não pode ser atingida devido à exaustão dos nutrientes. Assim,

a 
on
entração desses mi
ro-organismos se mantém em uma fase esta-


ionária durante um período;

• Fase de morte: A última fase do 
i
lo de metabolismo o
orre quando o


res
imento 
essa em 
onsequên
ia da falta de nutrientes e as ba
térias

não 
onseguem mais realizar a digestão.

O pro
esso de fermentação que o
orre neste modo de operação ainda

é o mais re
orrente nos dia de hoje, espe
ialmente na indústria alimentí
ia, devido

a sua simpli
idade e 
apa
idade de gerar diferentes produtos 
omo iogurte, 
erveja,

vinho, entre outros [9℄. Do ponto de vista industrial, este tipo de biorreator se torna

atrativo por exigir pou
os re
ursos para sua implementação. Além disso, os ris
os de


ontaminação são menores, o que garante maior pureza no 
ultivo. Outra vantagem

é a 
apa
idade de identi�
ar os materiais envolvidos no pro
esso, uma vez que as


ondições de 
ontrole são mais simples [10℄. Por outro lado, estes modelos apre-

sentam algumas desvantagens, 
omo períodos de baixo rendimento e produtividade.

Isso se deve à pou
a 
apa
idade de se otimizar a ação dos mi
ro-organismos envolvi-

dos. Ademais, a inserção do substrato apenas no iní
io do pro
esso 
ausa efeitos de
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inibição do 
res
imento das ba
térias que o 
onsomem, tornando a atividade mais

lenta e limitando a 
arga ini
ial de matéria orgâni
a [10℄.

2.2.2 Modo Semibatelada (fermentação semi
ontínua)

Este modo de operação difere do anterior pelas su
essivas adições de

substrato no biorreator. Esse modelo foi desenvolvido 
om o objetivo de eliminar

os problemas de inibição rela
ionados ao tipo batelada, fazendo 
om que as taxas

de 
res
imento dos mi
ro-organismos se aproximem do seu valor máximo e, em 
on-

sequên
ia disso, aumentem sua produtividade [10℄. O rendimento de um biorreator

semibatelada depende de diversos fatores, dentre os quais podemos 
itar: mi
ro-

organismos agentes, tipo de substrato, 
omposição do ambiente, temperatura e pH

[9℄.

A inserção dos 
omponentes orgâni
os pode ser realizada de diferentes

formas, variando de intervalos 
urtos ou longos entre uma adição e outra. A es-

tratégia de alimentação do biorreator também depende de sua �nalidade, e pode

ser feita de maneira ininterrupta por um 
erto intervalo de tempo ou simplesmente

adi
ionada subitamente. O iní
io se dá em um ponto de operação pré-determinado,

geralmente na parte �nal da fase exponen
ial, e a quantidade introduzida também

pode ser �xa ou variar de a
ordo 
om as 
ondições do meio. Quando o a
rés
imo

de matéria orgâni
a é �xo, o volume no interior do biorreator quase não varia, pois

a quantidade de líquido que entra equivale ao volume que se perde via evaporação.

Além disso, a realimentação do biorreator é feita 
om volume igual ao do 
onteúdo

extraído do meio fermentativo, o que diminui a 
on
entração de agentes inibidores

e estende o pro
esso. Já quando a quantidade adi
ionada varia, o volume da reação

se altera, visto que são 
onsideradas as 
ondições do meio para de�nir a dose de en-

trada. Isso possibilita obter um 
res
imento mi
robial sempre na sua taxa máxima

[20℄.
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O modo semibatelada ainda tem uso limitado em es
ala industrial,

sendo mais empregado no tratamento de resíduos orgâni
os que liberam 
argas

tóxi
as [10℄. Ainda assim, apresenta algumas vantagens em relação ao modo an-

terior, tais 
omo maior tempo de duração na dinâmi
a do biorreator e aumento da

sua produção pela diminuição dos efeitos de inibição. Por outro lado, o ris
o de


ontaminação é maior, em virtude das seguidas inserções de subtrato. Ademais, a

alteração frequente do meio de 
ultivo provo
a di�
uldades na bus
a de um ponto de

operação ótimo [25℄. Os experimentos utilizados na obtenção dos resultados deste

trabalho foram 
on
ebidos em biorreatores operados neste modo.

2.2.3 Modo Contínuo (fermentação 
ontínua)

Os reatores que utilizam este modo de operação 
ara
terizam-se por

agir em um estado 
ujo �uxo de entrada equivale ao de saída. Em outras palavras, à

medida que o substrato é inserido 
ontinuamente no sistema, há retirada do produto

fermentado, permitindo que a reação al
an
e um estado de estabilidade. Essa 
on-

dição mantém 
onstantes as variáveis de estado do sistema durante todo o período

em que opera em regime permanente [9℄.

Os biorreatores 
ontínuos geralmente são implementados em 
ir
uito

aberto e podem operar por tempos mais longos que os tipos anteriores. Por isso,

pode ser 
onsiderado o modo de operação mais ri
o do ponto de vista dinâmi
o, uma

vez que possibilita o estudo de vários fen�menos envolvidos, tais 
omo 
ara
terísti
as

de 
res
imento dos mi
ro-organismos atuantes no pro
esso em tempos mais longos

e desenvolvimento de té
ni
as para resolução de problemas de otimização. Além do

mais, permite produções signi�
antes em biorreatores de menor es
ala [10℄. Porém,

quando se utilizam reatores de menor 
apa
idade, torna-se indispensável determinar

pre
isamente as suas taxas de entrada e saída [9℄.
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A utilização do método de 
ultivação 
ontínuo visa prolongar a fase ex-

ponen
ial des
rita anteriormente, mantendo o sistema neste estágio para que evite

alguns fen�menos de inibição e mantenha alta produção. As taxas de produtividade

e 
res
imento da biomassa podem ser otimizadas alterando-se o �uxo de alimenta-

ção, e os efeitos 
ausados por fatores físi
os ou pelo ambiente de 
ultivo são mais

fa
ilmente analisados, uma vez que quaisquer mudanças observadas no regime per-

manente podem ser atribuídas ex
lusivamente a esses efeitos. Outra vantagem da

implementação de um pro
esso de fermentação 
ontínuo é que, teori
amente, pode

ser operado inde�nidamente. Contudo, longos períodos de fun
ionamento podem

a
arretar em falhas me
âni
as e, portanto, o pro
edimento deve ser eventualmente

interrompido para que seja feita a manutenção do sistema [20℄.

Em 
ontrapartida, pode-se notar algumas desvantagens na utilização

desse modelo. Dentre elas, podemos desta
ar o alto 
usto para sua implementação,

o que pode inviabilizar o uso deste tipo de sistema em es
ala industrial. Outro

aspe
to relevante é a ne
essidade de se operar geralmente em 
ir
uito aberto, o que

aumenta as 
han
es de o
orrer 
ontaminação. Esse pode ser o maior problema, visto

que essas 
ontaminações podem 
ausar efeitos na digestão dos organismos e perda de

produto. Há também a possibilidade de o
orrerem mutações genéti
as, resultando

em uma espé
ie mutante que seja menos produtiva [9, 20℄.

Ainda que este modelo não seja muito 
omum em es
ala industrial, ele

é amplamente empregado no tratamento de águas residuais [10℄. Além disso, esse

método também é utilizado em pro
essos de produção de vinagres, etanol e algumas

proteínas. Em laboratório, seu uso vem aumentando para se estudar o 
res
imento

e a �siologia dos mi
ro-organismos [20℄.

Sistemas de digestão anaeróbi
a apresentam diversas vantagens em re-

lação aos de digestão aeróbi
a, pois são 
apazes de degradar substratos mais 
om-

plexos e ao mesmo tempo 
onsumir pou
a energia. Além do mais, geram pou
o

resíduo e até mesmo permitem re
uperar a energia gasta através da 
ombustão do

10



metano[4℄. Dessa forma, é pertinente 
onhe
er os pro
essos bioquími
os envolvidos

nessa digestão.

2.3 Pro
essos bioquími
os da digestão anaeróbi
a

A bioquími
a e a mi
robiologia responsáveis pelas reações o
orridas na

digestão anaeróbi
a ainda não são 
ompletamente 
ompreendidas. Os me
anismos

presentes no pro
esso anaeróbi
o são muito mais 
omplexos que os envolvidos no

pro
esso aeróbi
o. Contudo, estudos re
entes têm resultado em interessantes avanços

no entendimento dessas 
ompli
adas dinâmi
as [26℄.

Basi
amente, o pro
esso de digestão anaeróbi
o 
onsiste em degradar

matéria orgâni
a para produzir metano e gás 
arb�ni
o, em um ambiente desprovido

de oxigênio. Esse pro
esso é realizado por diferentes famílias de ba
térias que agem

em fases sequen
iais, onde 
ada etapa depende da ante
essora. Em 
ada uma dessas

fases, um espe
í�
o grupo dos mi
ro-organismos prati
a seu metabolismo formando


omponentes que podem ser ingeridos pelos mi
ro-organismos da próxima fase. Es-

sen
ialmente, podemos dividir o pro
esso de digestão anaeróbi
a em quatro fases

[22℄:

• Hidrólise;

• A
idogênese;

• A
etogênese;

• Metanogênese.

Os 
omponentes gerados em 
ada uma dessas etapas são responsáveis

pelo 
res
imento da biomassa e aumento de energia, e são usados 
omo substratos

nos passos posteriores. Se as taxas de 
res
imento de uma população de mi
ro-

11



organismos em parti
ular sofrem algum tipo de inibição, a e�
iên
ia do sistema �
a


omprometida, em virtude dessa relação de dependên
ia entre as fases [22℄.

2.3.1 Hidrólise

Hidrólise é a primeira fase da digestão anaeróbi
a. Podemos distinguir

essa etapa em dois momentos: no primeiro, 
omponentes do material orgâni
o 
omo

lipídios, 
arboidratos e proteínas reagem 
om as molé
ulas de água e são de
om-

postos em substân
ias mais simples; no segundo, enzimas se
retadas pelas ba
térias

atuantes 
onvertem esses 
omponentes em mon�meros 
omo monossa
arídeos, ami-

noá
idos e em uma grande quantidade de á
idos graxos [18, 22℄. Geralmente, esse

estágio é lento e pode limitar a velo
idade de todo o pro
esso, 
onduzindo uma

reação que resulta em baixos índi
es de degradação. Para a
elerar e melhorar a

e�
iên
ia do pro
esso anaeróbi
o, pode-se realizar pro
edimentos de pré-tratamento

físi
os e quími
os, tais 
omo pré-tratamento térmi
o, adição de á
idos ou bases,

desintegração me
âni
a, et
 [26℄.

2.3.2 A
idogênese

A segunda fase do pro
esso de digestão anaeróbi
a é realizada por uma

determinada família de ba
térias, geralmente denominadas a
idogêni
as. Nesta

etapa, os mi
ro-organismos degradam os 
omponentes gerados na fase de Hidrólise,


onvertendo-os em á
idos graxos (
omo á
ido a
éti
o (CH3COOH), á
ido propa-

noi
o (CH3CH2COOH) e á
ido butanoi
o (CH3CH2CH2COOH)), Ál
oois e 
om-

postos gasosos 
omo Hidrogênio (H2), Dióxido de Carbono (CO2), Am�nia (NH3)

e gás Sulfídri
o (H2S) [18℄. Essa grande quantidade de á
idos graxos produzida

pode 
ausar redução no pH do pro
esso e, 
onsequentemente, inibir a atividade de

ba
térias das fases seguintes [22℄.
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2.3.3 A
etogênese

Na ter
eira etapa de digestão anaeróbi
a, os á
idos graxos gerados no

estágio anterior são 
onvertidos em a
etatos, dióxido de 
arbono, hidrogênio e água.

Esse estágio é importante, pois a alta volatilidade de alguns á
idos graxos impede

a imediata produção de metano. O 
res
imento da população de ba
térias a
etogê-

ni
as sofre in�uên
ia direta das mudanças no ambiente de 
ultivo. A relação entre

a produção de hidrogênio das fases a
idogêni
a e a
etogêni
a e o seu 
onsumo pela

fase metanogêni
a é de alta importân
ia para a estabilidade do sistema [30℄.

2.3.4 Metanogênese

Na fase �nal do pro
esso digestivo anaeróbi
o, as ba
térias metanogê-

ni
as 
onsomem o a
etato, transformando-o em metano, dióxido de 
arbono e água.

Uma das maiores 
ara
terísti
as deste estágio é que pou
a quantidade de substrato

pode ser utilizada 
omo fonte de energia. As quatro fases indi
am que há pelo me-

nos três famílias de ba
térias envolvidas na de
omposição da matéria orgâni
a para

formação dos gases [26℄.

Para realizar a operação e otimização dos biorreatores é importante

elaborar modelos que des
revam a dinâmi
a a
ima[11℄. No entanto, a modelagem dos

pro
essos bioquími
os de um biorreator anaeróbi
o é uma tarefa bastante deli
ada,

e deve 
orresponder ao objetivo pelo qual o modelo será projetado. Se o propósito

for des
rever a produção e o metabolismo do sistema durante as fases da digestão, é

ne
essário representar 
om pre
isão a sua dinâmi
a. Além disso, de�nida a �nalidade

do modelo, pode-se adaptá-lo a dados disponíveis. Se uma grande quantidade de

parâmetros é 
onsiderada, é ne
essário que haja um vasto número de dados para

identi�
á-los e validá-los [10℄.
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Figura 2.1: Fluxograma das fases da digestão anaeróbi
a
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2.4 Modelo Matemáti
o

Modelos matemáti
os de biorreatores são muito úteis para 
ompreender

o seu fun
ionamento, otimizar sua produção e efetuar o 
ontrole da fermentação. A

modelagem 
omo ferramenta te
nológi
a possibilita a simulação 
omputa
ional dos

pro
essos envolvidos, permitindo prever o 
omportamento dinâmi
o e esta
ionário do

sistema em situações que ainda não foram experimentadas [9℄. A representação das

diversas reações quími
as e biológi
as envolvidas de�ne a 
omplexidade do modelo a

ser desenvolvido, que pode ser muito simples ou bastante 
omplexo, o que geralmente

é determinado pelo objetivo do biorreator. Na literatura, en
ontra-se larga a
eitação

a modelos mais simples, que 
onseguem des
rever 
om boa pre
isão a dinâmi
a de

produção e admitem a realização de diversas análises sobre o 
omportamento do

biorreator, visto que o 
usto 
omputa
ional de simulação é menor [11℄.

A es
olha do número de famílias de ba
térias envolvidas no pro
esso

de digestão anaeróbi
a está diretamente ligada à 
omplexidade do modelo a ser

obtido. Já que um dos prin
ipais objetivos é permitir a identi�
ação dos parâmetros


onsiderados, assume-se que a população de ba
térias é dividida em dois grupos 
om


ara
terísti
as homogêneas e que a digestão pode ser des
rita em dois estágios: no

primeiro, as ba
térias a
idogêni
as, representadas por x1, 
onsomem o substrato

orgâni
o S1 e produzem CO2 e á
idos graxos, representados por S2. A seguir, as

ba
térias metanogêni
as x2 utilizam os á
idos graxos produzidos no estágio anterior


omo substrato, produzindo CO2 e metano. As atividades das ba
térias a
idogêni
as

e metanogêni
as podem ser des
ritas, respe
tivamente, pelas seguintes reações [4℄:

k1S1
ν1→ x1 + k2S2 + k4CO2 (2.1)

k3S2
ν2→ x2 + k5CO2 + k6CH4 (2.2)

Assume-se que S2, basi
amente 
omposto por a
etato, á
ido propanoi
o

e á
ido butanoi
o, 
omporta-se 
omo a
etato puro. ν1 e ν2 des
revem, respe
tiva-
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mente, as velo
idades de reação nos estágios de a
idogênese e metanogênese. Para

expressar o �uxo de gás gerado pelo biorreator, 
onsidera-se que, devido à baixa

solubilidade do metano, sua produção o
orre a uma taxa qM propor
ional à taxa de

reação da metanogênese [4℄:

qM = k6ν2x2 (2.3)

Já para representar a saída de gás 
arb�ni
o qC do sistema, utiliza-se a

Lei de Henry, de�nida por[10℄:

qC = kLa(C − S2 − Z −KHPC) (2.4)

onde kLa é um 
oe�
iente de evaporação, C é a 
on
entração de gás 
arb�ni
o, Z

é a al
alinidade do sistema, KH é a 
onstante de Henry e PC é a pressão par
ial de

CO2.

A tarefa de modelar sistemas biológi
os não é nada simples, uma vez

que não há espe
í�
as leis que 
ara
terizem a evolução dos mi
ro-organismos. Ainda

assim, sua dinâmi
a obede
e à algumas leis físi
as, 
omo as de 
onservação de massa

e energia [10℄. Dessa forma, a estrutura de um modelo pode ser 
on�gurada a

partir do balanço de massa e energia do sistema, 
ujos parâmetros representam


ara
terísti
as espe
í�
as e determinam velo
idades de reações, taxas de 
res
imento

das ba
térias e taxas de 
onversão de substratos [11℄.

2.4.1 Modelo Balanço de Massa

O modelo balanço de massa 
onsiste em des
rever a dinâmi
a do bi-

orreator através de um sistema de equações diferen
iais ordinárias que 
onsidera

seis variáveis de estado essen
iais, parametrizados por 
onstantes que determinam

propriedades parti
ulares para 
ada biorreator [10℄. Assim, pelas equações (2.1) e
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(2.2), segue que:







































































ẋ1(t) = [ν1(S1(t))− αD]x1(t)

ẋ2(t) = [ν2(S2(t))− αD]x2(t)

Ṡ1(t) = D(Sin
1 (t)− S1(t))− k1ν1(S1(t))x1(t)

Ṡ2(t) = D(Sin
2 (t)− S2(t)) + k2ν1(S1(t))x1(t)− k3ν2(S2(t))x2(t)

Ż(t) = D(Z in(t)− Z(t))

Ċ(t) = D(C in(t)− C(t))− qC(t) + k4ν1(S1(t))x1(t) + k5ν2(S2(t))x2(t),

(2.5)

x1(t), x2(t) 
on
entração de ba
térias a
idogêni
as e metanogêni
as, respe
tivamente (mg/L)
S1(t) 
on
entração do substrato orgâni
o (mg/L)
S2(t) 
on
entração de á
idos graxos voláteis (VFA) (mmol/L)
Z(t) al
alinidade total do sistema (mmol/L)
Zin


on
entração de al
alinidade na entrada (mmol/L)
C(t) 
on
entração de 
arbono inorgâni
o (mmol/L)
D taxa de diluição (D > 0) (dia−1

)

α 
onstante de propor
ionalidade

Sin
1 , Sin

2 
on
entrações dos in�uentes S1 e S2, respe
tivamente

k1 
oe�
iente de degradação do substrato orgâni
o (mgCOD/mgx1)

k2 
oe�
iente de produção de á
idos graxos (mgV FA/mgx1)

k3 
oe�
iente de 
onsumo de á
idos graxos (mgV FA/mgx2)

k4 
oe�
iente de produção de CO2 a partir do substrato orgâni
o (mmolCO2/mgS1)
k5 
oe�
iente de produção de CO2 a partir de á
idos graxos (mmolCO2/mgS2)
k6 
oe�
iente de produção de CH4 (mmol/mg)
qC taxa de �uxo de CO2 (mmol/Ldia−1

)

ν1, ν2 taxa de 
res
imento das ba
térias a
idogêni
as e metanogêni
as (dia−1
)

Tabela 2.1: Des
rição das variáveis de estado e dos parâmetros do modelo balanço

de massa

Per
ebe-se que, na primeira equação exibida no sistema (2.5), a taxa

de variação das ba
térias a
idogêni
as, denotada pela variável de estado x1, tem

seu 
res
imento ligado ao 
onsumo do substrato orgâni
o S1, e a taxa de diluição

D o
asiona uma diminuição desta população de mi
ro-organismos. Analogamente,

x2, que expressa a taxa de variação de ba
térias metanogêni
as, tem seu fator de


res
imento atrelado ao 
onsumo dos á
idos graxos S2 e sua 
ondição de de
res
i-

mento determinada pelo mesma taxa de diluição D. A matéria orgâni
a S1 é apenas
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onsumida na dinâmi
a do biorreator, e portanto sua taxa de variação possui termo

de degradação negativo. A diluição também a
arreta queda nesta 
on
entração. No

entanto, de a
ordo 
om o modo de operação adotado, pode haver inserção de subs-

trato durante a digestão, o
asionando elevação na 
on
entração de S1. O mesmo

o
orre no estado S2, 
om a adição de um fator de 
res
imento em virtude da produ-

ção de á
idos graxos na dinâmi
a do biorreator. A al
alinidade total Z do sistema

também de
ai 
om a diluição, e tem seu termo de 
res
imento dependente da in-

trodução de substratos ao longo da operação. Por �m, a 
on
entração de 
arbono

inorgâni
o aumenta 
om a adição dos resíduos orgâni
os e a 
onsequente produção

de gás 
arb�ni
o a partir da degradação dos substratos S1 e S2. Porém, de
ai 
om o

�uxo de CO2 e 
om o fator de diluição. Apesar de não ser muito 
omplexo, o modelo

balanço de massa tem sido bastante adotado para des
rever a dinâmi
a de biorre-

atores anaeróbi
os, haja vista sua adaptabilidade aos modos de operação batelada,

semibatelada e 
ontínuo [11℄.

2.4.2 Modelagem das taxas de 
res
imento espe
í�
o

A bus
a pelo entendimento do metabolismo mi
robiano tem gerado

muitos estudos para a obtenção de expressões matemáti
as que representem a 
i-

néti
a quími
a das reações envolvidas nesse pro
esso [23℄. O 
res
imento espe
í�
o

dos mi
ro-organismos atuantes na dinâmi
a do biorreator depende fortemente das


ondições às quais as populações são submetidas durante a operação, tais 
omo

temperatura, pH, 
omponentes minerais, et
. Uma das equações mais utilizadas

para des
rever a velo
idade espe
í�
a do 
res
imento ba
teriano é dada pela Lei

de Monod, que de�ne a taxa de 
res
imento apenas em função da 
on
entração de

substrato [27℄. Assim, para o modelo apresentado em (2.5), as velo
idades de reação

denotadas por ν1 e ν2 podem ser expressas por:
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ν1(S1(t)) = µm1
S1(t)

KS1 + S1(t)
(2.6)

ν2(S2(t)) = µm2
S2(t)

KS2 + S2(t)
(2.7)

onde µm1 (dia

−1
) é a taxa de 
res
imento máxima da biomassa a
idogêni
a, µm2

(dia

−1
) é a taxa de 
res
imento máxima da biomassa metanogêni
a, KS1(mg/L)

é o parâmetro de saturação asso
iado a S1(t) e KS2 (mmol/L) é o parâmetro de

saturação asso
iado a S2(t).

A partir desse modelo 
inéti
o, é possível observar que a quanto menor

é a saturação do sistema, mais a velo
idade da reação se aproxima da taxa máxima.

Isso geralmente o
orre quando o sistema não está operando em um ambiente 
om

alta 
on
entração de substrato. Da mesma forma, quando não há substrato, o

sistema interrompe o 
res
imento. Apesar de ser a expressão mais utilizada para

des
rever esse fen�meno, a Lei de Monod apresenta equações bastante �exíveis, e

tem se mostrado in
onsistente quando 
onfrontada 
om alguns dados experimentais

em determinados trabalhos [29℄.

ν

µ
m

K
S

S

µ
m

/2

Figura 2.2: Grá�
o do modelo de Monod

Um dos grandes problemas apontados no modelo de Monod é a ausên
ia

de efeitos de inibição, bastante 
omuns em digestões anaeróbi
as. Sendo assim,

outras expressões vêm sendo 
onsideradas para representar as velo
idades de reação,
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om destaque para o modelo proposto por Haldane, que de�ne ν1 e ν2 
omo segue

[29℄:

ν1(S1(t)) = µm1
S1(t)

KS1 + S1(t) +KI1S1(t)2
(2.8)

ν2(S2(t)) = µm2
S2(t)

KS2 + S2(t) +KI2S2(t)2
(2.9)

ondeKI1(mg/L) eKI2(mmol/L) são os parâmetros de inibição relativos aos substra-

tos S1 e S2, respe
tivamente. Com essa expressão, nota-se que a reação só atinge sua

velo
idade máxima no ponto (Smax, v(Smax)) (vide Figura 2.3), onde Smax =
√

KS1

KI1

para ν1 e Smax =
√

KS2

KI2
para ν2.

ν

S
max

v(S
max

)

S

Figura 2.3: Grá�
o do modelo de Haldane

As equações de Monod e Haldane, que representam a velo
idade de

reação e determinam a taxa de 
res
imento espe
í�
o dos mi
ro-organismos, indi
am

um 
omportamento não-linear para o sistema. Assim, é 
onveniente obter métodos


omputa
ionais para simular sua dinâmi
a. No próximo 
apítulo, serão apresentadas

algumas té
ni
as que podem ser utilizadas na simulação desses pro
essos.
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3 MÉTODOS NUMÉRICOS

O desenvolvimento de métodos numéri
os tem se mostrado interessante

na asso
iação da matemáti
a 
om suas apli
ações na 
iên
ia e te
nologia. Com a


res
ente 
apa
idade dos 
omputadores, a utilização de simulações 
omputa
ionais

de modelos matemáti
os vem aumentando e se tornando uma práti
a 
omum nas

mais diversas áreas de 
onhe
imento humano [16℄. A elaboração de té
ni
as 
om-

puta
ionais visa obter aproximações numéri
as para problemas 
uja resolução não

pode ser obtida analiti
amente, o que o
orre frequentemente em modelagens mate-

máti
as de fen�menos reais. Nesse sentido, a es
olha do método deve levar em 
onta

aspe
tos importantes 
omo pre
isão, desempenho de máquina e in�uên
ia do erro

de simulação nos resultados [24℄.

Em geral, os algoritmos de métodos numéri
os podem ser 
lassi�
ados

em diretos, iterativos ou re
ursivos [12℄. Os diretos propõem-se a bus
ar a solução

aproximada de um problema através de um número �nito de passos. Já os iterativos

realizam su
essivas aproximações que melhoram sua pre
isão à medida que os resul-

tados sequen
iais 
onvergem para a solução exata no seu limite. Para determinar

quando as iterações devem ser interrompidas, pode-se de�nir um 
ritério de parada

ou realizar-se um teste de 
onvergên
ia para estabele
er o número de passos a ser

exe
utado. Nos métodos re
ursivos, de�ne-se uma sub-rotina que 
hama o próprio

método, isto é, divide-se o problema em subproblemas do mesmo tipo, os quais

também são interrompidos estipulando-se um 
ritério de parada.

A obtenção de té
ni
as de aproximação numéri
a tem-se adequado a

diferentes esferas de problemas matemáti
os, 
omo resolver equações algébri
as, en-


ontrar as soluções de sistemas lineares e não-lineares, interpolar pontos, 
al
ular

derivadas e integrais, determinar soluções de equações diferen
iais ordinárias e par-


iais, et
 [16℄. Além disso, métodos de otimização possibilitam melhorar a pre
isão
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das estimativas. Nos resultados que serão exibidos neste trabalho, foi ne
essária a

implementação de algoritmos de otimização e de métodos para resolução de equações

diferen
iais ordinárias.

3.1 Soluções Numéri
as para Equações Diferen
iais

Ordinárias

Equações diferen
iais são muito úteis para modelar matemati
amente

fen�menos da natureza que são tratados na 
iên
ia. A relação entre as variáveis

e suas instantâneas alterações remetem à formulação de equações desse tipo para

representar o problema abordado. No entanto, situações da realidade são 
omumente

retratadas por expressões 
ujas soluções não são possíveis de se obter analiti
amente,

e por isso duas estratégias são admitidas para resolver o problema [6℄: a adaptação

da equação diferen
ial que des
reve o evento, efetuando simpli�
ações que tornam

a resolução possível de forma analíti
a; ou a utilização de métodos numéri
os para

aproximar a solução do problema original, gerando resultados mais realistas quando


omparados a dados do fen�meno estudado. A maioria dessas abordagens pro
ura

determinar a solução para um problema de valor ini
ial, que é a solução aproximada

da equação diferen
ial que satisfaz uma 
ondição ini
ial dada.

A estimação da solução numéri
a de um problema de valor ini
ial para

uma equação diferen
ial requer expressões que aproximem as derivadas das funções.

Dada uma função f , a sua derivada no ponto t0 pode ser de�nida 
omo [16℄:

f ′(t0) = lim
h→0

f(t0 + h)− f(t0)

h
(3.1)

Portanto, pode-se obter uma aproximação para f ′(t0) simplesmente


omputando o valor do quo
iente para um h pequeno. Dessa forma, para h > 0,

tem-se:

D+
h f(t0) =

f(t0 + h)− f(t0)

h
≈ f ′(t0) (3.2)
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Se h < 0:

D−

h f(t0) =
f(t0)− f(t0 − h)

h
≈ f ′(t0) (3.3)

Essas aproximações para a derivada são denominadas diferenças pro-

gressivas, se h > 0, e diferenças regressivas, quando h < 0 [6℄. Uma vez que 
ada

um desses pro
edimentos apresenta um valor aproximado para a derivada, é natural

que tais resultados apontem erros. Por isso, para saber o quão boa é a estimativa,

faz-se ne
essário 
ompreender os erros 
omputados em 
ada 
aso.

Para estudar o erro que 
ada aproximação 
omete no 
�mputo da deri-

vada, utiliza-se a expansão das funções em série de Taylor, que dentre várias repre-

sentações, pode ser de�nida por [2℄:

f(t0 + h) =
∞
∑

k=0

fk(t0)

k!
hk = f(t0) + hf ′(t0) + h2 f

′′(t0)

2
+ · · ·+ hk f

(k)(t0)

k!
+ · · ·(3.4)

Para trun
ar a série no termo de ordem 2, 
onsidera-se o Teorema de Taylor, o qual

mostra a existên
ia de ξ ∈ (t0, t0 + h) tal que [16℄:

f(t0 + h) = f(t0) + hf ′(t0) + h2f
′′(ξ)

2
(3.5)

Então, isolando o termo f ′(t0), obtém-se:

f ′(t0) =
f(t0 + h)− f(t0)

h
− h

f ′′(ξ)

2
(3.6)

A estimativa de erro é dada a partir da diferença entre a solução analíti
a exata e

a solução simulada. Portanto, o erro de aproximação para diferenças progressivas é

determinado da seguinte forma:

f ′(t0)−D+
h f(t0) =

f(t0 + h)− f(t0)

h
− h

f ′′(ξ)

2
−

(

f(t0 + h)− f(t0)

h

)

= h
f ′′(ξ)

2
= O(h),
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onde denota-se O a ordem do erro de aproximação. Nesse 
aso, observa-se que o

erro é de ordem h, isto é, propor
ional ao valor de h. Em outras palavras, espera-se

que, ao reduzir o tamanho de h em 10 vezes, o erro também seja diminuído em

10 vezes. Para diferenças regressivas, a ordem do erro é obtida analogamente. Vale

ressaltar que ambos os métodos apresentados dependem do intervalo de diferen
iação

adotado. Além disso, deve-se 
onsiderar que os 
ál
ulos são realizados em máquinas

de armazenamento �nito, e portanto erros numéri
os podem apare
er se os valores

atribuídos ultrapassarem o limite suportado pelo 
omputador. Dessa forma, apesar

de se esperar diminuir o erro 
om a redução de h, é oportuno observar que seu valor

deve ser tomado 
om 
uidado.

Uma vez que se 
onhe
e aproximações para a derivada de funções, é

possível gerar métodos que aproximem soluções para equações diferen
iais.

3.1.1 Método de Euler

O método de Euler é uma das té
ni
as de aproximação mais utiliza-

das para se determinar a solução de um problema de valor ini
ial de uma equação

diferen
ial de primeira ordem [6℄. Dado um PVI de�nido por:











dy

dt
= f(t, y(t))

y(t0) = y0

(3.7)

o pro
edimento 
onsiste em aproximar a derivada presente na equação através de

uma das té
ni
as de diferen
iação apresentadas anteriormente. Considerando dife-

renças progressivas, tem-se:

dy

dt
≈

y(t+ h)− y(t)

h
= f(t, y(t))

Assim, basta isolar o termo y(t+ h) e obtém-se:

y(t+ h) = y(t) + h · f(t, y(t)) (3.8)
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Esse método é 
onhe
ido 
omo Método de Euler explí
ito, que estima

o valor da função no ponto t+ h a partir do seu valor no ponto t. Como se 
onhe
e

a 
ondição ini
ial, pode-se determinar os pontos 
onseguintes, 
ujas distân
ias serão

de�nidas de a
ordo 
om o valor atribuído a h. Para justi�
ar a utilização do pro
esso,

é ne
essário que se analise sua 
onsistên
ia e qual o erro gerado em sua apli
ação.

O Erro de trun
amento lo
al (ETL) é de�nido 
omo a diferença entre a

solução analíti
a e a solução numéri
a, 
onsiderando apenas uma iteração e supondo

que o passo anterior determina solução exata. Se ETL = O(hp+1), o método é dito


onsistente de ordem p [16℄. Assim, é possível determinar a 
onsistên
ia e a ordem

do erro do método de Euler. A solução analíti
a no ponto t0 + h pode ser obtida

através expansão em série de Taylor, 
omo visto em (3.5), e a solução numéri
a

estimada 
onforme (3.8). Portanto,

ETL =

(

y(t0) + hy′(t0) + h2y
′′(ξ)

2

)

− (y(t0) + hf(t0, y(t0))) (3.9)


omo y′(t0) = f(t0, y(t0), segue que:

ETL = h2

(

y′′(ξ)

2

)

= O(h2) (3.10)

Logo, o método de Euler é 
onsistente de Ordem 1.

3.1.2 Método de Runge-Kutta de Quarta Ordem

Dada a equação diferen
ial y′(τ) = f(τ, y(τ)), apli
a-se a integração em

ambos os lados da igualdade, no intervalo t ≤ τ ≤ t + h, tal que:

y(t+ h) = y(t) +

∫ t+h

t

f(τ, y(τ))dτ = y(t) + h

∫ 1

0

f(t+ hτ, y(t+ hτ))dτ (3.11)

a partir disso, pode-se aproximar a segunda integral através de um somatório [24℄,


omo segue:

y(t+ h) = y(t) + h

∫ 1

0

f(t+ hτ, y(t+ hτ))dτ = y(t) + h

m
∑

i=1

biki (3.12)
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onde

k1 = f(t, y(t)) (3.13)

ki = f

(

y(t) + h

i−1
∑

j=1

aijkj , t+ cih

)

, 
om i = 2, . . . , m (3.14)

Assim, basta 
al
ular os valores para bi, ci e aij que melhor aproximem a solução

numéri
a ao resultado analíti
o. Esse esquema de aproximação 
ara
teriza os méto-

dos de Runge-Kutta. Na literatura, en
ontram-se as 
ondições para determinar os

valores destas 
onstantes [5, 6, 16, 24℄. Nota-se que, 
onsiderando apenas um ponto

e para b1 = 1, obtém-se uma expressão equivalente ao método de Euler. Para o 
aso

em que se tomam 4 pontos, a expressão obtida é dada 
omo segue [16℄:

y(t+ h) = y(t) +
k1 + 2k2 + 2k3 + k4

6
(3.15)

onde

k1 = hf (t, y(t))

k2 = hf

(

t+
h

2
, y(t) +

k1
2

)

k3 = hf

(

t+
h

2
, y(t) +

k2
2

)

k4 = hf (t+ h, y(t) + k3)

Esse método é denominado Runge-Kutta de quarta ordem, pois tem ETL = O(h5)

e portanto tem ordem de 
onsistên
ia igual a 4, o que indi
a uma pre
isão maior em

relação ao método de Euler previamente des
rito.

Ambos os métodos apresentados também podem ser apli
ados para

determinar as soluções de um sistema de equações diferen
iais ordinárias. Dado um
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sistema do tipo:







































y′1(t) = f1(t, y1, y2, . . . , yn)

y′2(t) = f2(t, y1, y2, . . . , yn)

.

.

.

y′n(t) = fn(t, y1, y2, . . . , yn)

(3.16)


om as 
ondições ini
iais y1(t0) = y1,0, y2(t0) = y2,0, . . . , yn(t0) = yn,0, pode-se

rees
rever o sistema mediante uma notação vetorial, sendo:

y′(t) =

















y′1(t)

y′2(t)
.

.

.

y′n(t)

















, f(t, y(t)) =

















f1(t, y(t))

f2(t, y(t))
.

.

.

fn(t, y(t))

















, y0 =

















y1,0

y2,0
.

.

.

yn,0

















.

Dessa forma, a resolução do sistema (3.16) apresenta-se 
omo uma solução para o

PVI:











y′(t) = f(t, y(t))

y(t0) = y0

(3.17)

que pode ser estimada a partir dos métodos apresentados.

3.2 Métodos Numéri
os para Otimização

Os problemas de otimização 
onsistem em en
ontrar a melhor solução

possível para um 
onjunto de parâmetros que satisfaça as 
ondições do fen�meno

estudado, a partir da determinação dos valores máximos e mínimos de uma função

objetivo [15℄. As té
ni
as de otimização são geralmente empregadas quando não se

pode 
al
ular analiti
amente os valores dessa função devido à natureza 
omplexa do

problema, ou quando o número de soluções é muito grande. Basi
amente, pode-se
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de�nir um problema de otimização 
omo segue:

Minimizar f(x) sujeita a x ∈ D. (3.18)

A função f é 
hamada de função objetivo e (3.18) é dito fa
tível se o 
onjunto D

for não vazio [13℄. Aqui, pode-se 
onsiderar apenas o 
aso de minimização, uma vez

que maximizar f(x) em uma região equivale a minimizar −f(x) na mesma região.

Uma solução de mínimo global para o problema 3.18 é qualquer ponto

x̂ ∈ D que satisfaça:

f(x̂) ≤ f(x), ∀x ∈ D (3.19)

Soluções de mínimo lo
al 
on�guram-se na existên
ia de uma vizinhança U tal que

dado um x̂ em U ,

f(x̂) ≤ f(x), ∀x ∈ D ∩ U (3.20)

SeD = R
n
, então o problema é dito de otimização irrestrita [13℄. Se f é diferen
iável,

uma 
ondição ne
essária para que um ponto x̂ seja mínimo lo
al de f [15, 21℄ é que

∇f(x̂) = 0. A partir da função objetivo, diferentes métodos de otimização podem

ser apli
ados, os quais se 
ara
terizam pela utilização ou não de derivadas.

3.2.1 Método de Newton

O método de Newton geralmente é utilizado para resolver uma equação

do tipo:

F (x) = 0, (3.21)

onde F : Rn → R
n
. Sendo x∗

uma solução aproximada da equação (3.21), pode-se

obter uma expansão de primeira ordem em série de Taylor para F (x) em torno de

28



x∗
. Dessa forma,

F (x) ≈ F (x∗) + (x− x∗)F ′(x∗) (3.22)

Assim, substituindo a expansão de (3.22) em (3.21):

F (x∗) + (x− x∗)F ′(x∗) = 0 =⇒ x = x∗ − (F ′(x∗))−1F (x∗) (3.23)

A equação (3.23) provê uma iteração para o método de Newton, que pode ser ex-

pressa 
omo:

xk+1 = xk − (F ′(xk))
−1F (xk), onde k ≥ 0 (3.24)

sendo x0 um valor ini
ial 
onhe
ido. Se F : R → R
n
, rede�ne-se a equação (3.24)

na forma:

xk+1 = xk − (JF (xk))
−1F (xk) (3.25)

na qual JF (xk) representa a matriz Ja
obiana de F 
al
ulada no ponto xk.

Muitas situações das diferentes áreas de 
onhe
imento são modeladas

por sistemas de equações não-lineares. Nesse sentido, o método de Newton vem

sendo utilizado frequentemente no meio 
ientí�
o. No entanto, sua e�
á
ia está


ondi
ionada à es
olha de um intervalo que 
ontenha a solução e no qual a função

e sua derivada sejam 
ontínuas [21℄. Outra apli
ação desse método é na resolução

de problemas de otimização [21℄. 
omo o des
rito em (3.18). Visto que se trata de

uma té
ni
a de rápida 
onvergên
ia para sistemas não-lineares, sua implementação

pode trazer bons resultados quando for empregada na resolução de ∇f(x) = 0.

Foi visto anteriormente que uma 
ondição para x̂ ser mínimo lo
al de

uma função objetivo f é que o valor da derivada nesse ponto seja nulo. Em outras

palavras, para determinar qual é esse valor de mínimo, é ne
essário resolver a equação
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∇f(x̂) = 0. Assim, tomando F = ∇f(x̂), o método de Newton (3.25) pode ser

apli
ado na bus
a do valor de x̂ que minimize a função objetivo. Nota-se nesse 
aso

que, 
omo F 
orresponde ao gradiente da função objetivo f , a Matriz Ja
obiana de

F equivale à Matriz Hessiana de f no pro
esso iterativo:

xk+1 = xk − (Hf(xk))
−1∇f(xk) (3.26)

onde Hf(xk) representa a matriz Hessiana de f no ponto xk. Vale ressaltar que o

método não dá preferên
ia a pontos de mínimo em relação aos de máximo, e portanto

deve-se atentar para o intervalo e o ponto ini
ial es
olhido [13℄.

3.2.2 Método Simplex de Nelder-Mead

Em 
ontraste 
om métodos que utilizam diferen
iações para otimiza-

ção, tais 
omo o método de Newton, foram desenvolvidas té
ni
as que não exigem o


ál
ulo das derivadas para resolver o problema. Dentre estas, desta
am-se os algo-

ritmos de bus
a direta, pro
essos iterativos que testam um determinado 
onjunto de

pontos na função objetivo para determinar o próximo passo da iteração e obter uma

aproximação para o valor de mínimo [8℄. Nessa linha, um dos mais utilizados para

solu
ionar problemas de otimização irrestrita é o método simplex de Nelder-Mead,

devido a sua simpli
idade e fa
ilidade de implementação [19℄.

O método de Nelder-Mead pro
ura minimizar o valor de uma função

de n variáveis sem qualquer informação de suas derivadas. A partir de um 
onjunto

de n+ 1 pontos no R
n
, forma-se uma �gura geométri
a denominada simplex, 
ujos

vérti
es são 
onstituídos por esses n+1 pontos. A ideia do método é avaliar, a 
ada

iteração, o valor da função objetivo 
al
ulada em 
ada um dos vérti
es, des
artando

o maior valor e atualizando o simplex através de um pro
esso de re�exão, expansão,


ontração ou en
olhimento [8℄.
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Seja f(x) uma função real 
om x ∈ R
n
. Considera-se as seguintes


onstantes:

• α - 
oe�
iente de re�exão;

• β - 
oe�
iente de expansão;

• γ - 
oe�
iente de 
ontração;

• σ - 
oe�
iente de en
olhimento;

Tais 
onstantes devem satisfazer as 
ondições [19℄:

α > 0, β > 1, 0 < γ < 1, 0 < σ < 1 (3.27)

O algoritmo de Nelder-Mead padrão 
ostuma adotar os seguintes valores para os


oe�
ientes[14, 19℄:

α = 1, β = 2 e γ =
1

2
= σ. (3.28)

De�ne-se também o 
entroide x̄ dos n melhores pontos, ou seja, dos pontos que não

foram des
artados:

x̄ =

n
∑

i=1

xi

n
(3.29)

O 
entroide é a base para realizar as operações do método. Cada uma delas visa

gerar um novo ponto, que pode substituir o des
artado na próxima iteração. As

operações são des
ritas 
omo segue:

1. Ordenação: em 
ada etapa ordena-se os vérti
es de modo que satisfaçam

f(x1) ≤ f(x2) ≤ f(x3) ≤ · · · ≤ f(xn+1).

2. Re�exão: re�ete o vérti
e des
artado sobre a fa
e oposta do simplex,


omputando o ponto de re�exão xr por:

xr = x̄+ α(x̄− xn+1); (3.30)
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Se f(x1) < f(xr) < f(xn), substitui-se xn+1 pelo ponto xr na próxima

iteração.

3. Expansão: Se f(xr) < f(x1), 
al
ula-se o ponto de expansão xe, dado

por:

xe = x̄+ β(xr − x̄) = x̄+ αβ(x̄− xn+1) (3.31)

se f(xe) < f(xr), toma-se xe em substituição a xn+1 na próxima itera-

ção. Caso 
ontrário, o ponto tomado é xr

4. Contração: Se f(xr) > f(xn), realiza uma 
ontração entre x̄ e o melhor

ponto entre xr e xn+1.

a) 
ontração externa: Se f(xn) ≤ f(xr) < f(xn+1), isto é, xr é

estritamente melhor que xn+1, 
al
ula-se:

xce = x̄+ γ(xr − x̄) = x̄+ αγ(x̄− xn+1) (3.32)

Se f(xce) < f(xr), a
eita-se xce para a próxima iteração. Senão, efetua-

se a operação de en
olhimento, des
rita mais adiante.

b) 
ontração interna: Se f(xr) ≥ f(xn+1), 
omputa-se:

xci = x̄− γ(x̄− xn+1) (3.33)

Se f(xci) < f(xn+1), admite-se o ponto xci na próxima iteração. Do


ontrário, efetua-se a operação de en
olhimento.

5. En
olhimento: Cal
ula-se o valor de f nos n pontos dados por mi =

x1 + σ(xi − x1), para i = 2, . . . , n+ 1. Então, 
ria-se um novo simplex,


ujos vérti
es serão dados por x1, m2, . . . , mn+1. Cabe salientar que os

novos vérti
es não estarão ordenados de a
ordo 
om seu valor na função

objetivo.
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No pro
edimento des
rito anteriormente, nota-se que, ao determinar xr

e 
omparar seu valor na função objetivo 
om o valor dos pontos do simplex na mesma

função, obtém-se uma boa minimização se o ponto re�etido resultar no menor dos

valores 
al
ulados. Sendo assim, é 
onveniente expandir o simplex nessa direção,

através do ponto xe. Se isso não o
orrer, ou seja, xr não forne
er um bom valor

para a função objetivo, então é possível que o simplex já esteja próximo ao ponto

de mínimo pro
urado, e por isso são pro
essadas as operações de 
ontração. Se

ainda assim não se obtiver um novo valor para um vérti
e que seja melhor que o do

ponto a ser des
artado, é provável que o ponto de mínimo esteja no seu interior, e

dessa forma realiza-se a operação de en
olhimento. Naturalmente, o algoritmo irá


onvergir para a solução desejada no limite, e pode-se de�nir um 
ritério de parada

monitorando, por exemplo, o tamanho do simplex [14℄.
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4 IDENTIFICAÇ�O DO MODELO PARA

BIORREATORES ANAERÓBICOS DO TIPO

SEMIBATELADA

A 
omplexidade do sistema estudado tem grande in�uên
ia na es
olha

das té
ni
as e estruturas utilizadas na sua modelagem. Um fen�meno 
omplexo

requer um grande número de parâmetros em seu modelo matemáti
o para que a

representação seja pre
isa. Para validar tais parâmetros, é ne
essário que haja bom


onhe
imento a priori sobre os fen�menos que eles des
revem ou que seja feita sua

identi�
ação a partir de dados experimentais reais [10℄. No entanto, quando se

admite uma vasta quantidade de parâmetros para 
ara
terizar o fen�meno, é possível

que sua identi�
ação seja muito 
ustosa e pou
o pre
isa, o que motiva a bus
a

por simpli�
ações no modelo que ainda permitam retratar su�
ientemente bem a

dinâmi
a estudada [7℄.

O modelo balanço de massa, des
rito na equação (2.5), é 
onsiderado de

baixa 
omplexidade e tem larga a
eitação na literatura para des
rever a dinâmi
a da

digestão anaeróbi
a em biorreatores [11℄. Contudo, tal modelo é uma 
on�guração

geral para todos os modos de operação do biorreator. Sendo assim, se o objetivo

é representar um modo espe
í�
o, é possível simpli�
á-lo de maneira que 
ontinue

atendendo às 
ondições dos pro
essos envolvidos. Neste trabalho é estudado o modo

semibatelada, des
rito na Seção 2.2.2. Como não há entrada de in�uentes, pode-se


onsiderar nulo o valor do parâmetro D, ligado à diluição do sistema, que faz sentido

apenas nos biorreatores operados em modo 
ontínuo. Entretanto, a anulação do

parâmetro D a
arreta o 
res
imento ininterrupto da população de ba
térias, e por

isso foram adi
ionadas às variáveis x1(t) e x2(t) termos de mortalidade, que talvez

estivessem implí
itos na taxa de diluição.
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Neste trabalho, também efetuou-se outra simpli�
ação. Assumiu-se que

a taxa de �uxo de CO2, dada por qc na quinta equação em (2.5), é des
rita apenas

por kcC(t), onde kc denota uma 
onstante de 
onsumo de gás 
arb�ni
o pelo meio,

e que o sistema não depende da al
alinidade. Com isso, 
hegou-se ao modelo (4.1)

proposto para 
ara
terizar a dinâmi
a de fun
ionamento de um biorreator anaeróbi
o

operado no modo semibatelada:


































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

x′

1(t) = [ν1(S1(t))− c1]x1(t)

x′

2(t) = [ν2(S2(t))− c2]x2(t)

S ′

1(t) = −k1ν1(S1(t))x1(t)

S ′

2(t) = k2ν1(S1(t))x1(t)− k3ν2(S2(t))x2(t)

C ′(t) = −kcC(t) + k4ν1(S1(t))x1(t) + k5ν2(S2(t))x2(t),

(4.1)


uja saída é expressa por:

q(t) = k6ν2(S2(t))x2 + kcC(t) (4.2)

Na primeira equação, per
ebe-se que a 
on
entração de ba
térias a
i-

dogêni
as x1 depende da velo
idade na qual elas 
onsomem o substrato orgâni
o

S1, o que a
arreta no aumento da sua quantidade, mas também de um fator de

mortalidade c1 que 
ausa a queda nessa 
on
entração. Analogamente, a família

metanogêni
a x2 
res
e à medida que 
onsome o substrato S2 e de
res
e de a
ordo


om o termo de mortalidade c2. O material orgâni
o S1 é apenas 
onsumido na

dinâmi
a do biorreator, e assim tem sua 
on
entração de
res
ente, 
onforme indi
a

o sinal negativo na ter
eira equação diferen
ial. Já os á
idos graxos S2 são gerados

e 
onsumidos no sistema pelas ba
térias x1 e x2, respe
tivamente, e dessa forma

possui um termo de produção positivo e outro de degradação negativo. A última

equação indi
a que ambas as famílias ba
terianas produzem CO2, porém uma parte

da 
on
entração de gás 
arb�ni
o presente é liberada na saída do biorreator. As ve-

lo
idades de reação ν1 e ν2 podem ser des
ritas pelas equações de Monod e Haldane,

tal 
omo des
rito no 
apítulo 2.
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A saída do biorreator é 
onstituída por dois elementos. Um deles re-

presenta a quantidade de gás metano produzido na fase metanogêni
a, 
uja 
on
en-

tração é propor
ional à velo
idade da reação dessa fase. O outro é 
omposto pela

par
ela de gás 
arb�ni
o que é liberada do sistema após �
ar retido na água presente

no meio de 
ultivação. A soma desses termos designa a quantidade total de gás q(t)

gerada pelo biorreator.

Assim, de�ne-se o 
onjunto de parâmetros a ser identi�
ado pelo vetor:

v =
[

µm1 KS1 KI1 µm2 KS2 KI2 c1 c2 k1 k2 k3 k6 k4 kc k5

]

.(4.3)

4.1 Simulação do modelo

A simulação do modelo exigiu a apli
ação de té
ni
as numéri
as, tais


omo as vistas no 
apítulo 3. A partir de uma 
ondição ini
ial dada para as variáveis

de estado, obteve-se a solução numéri
a do sistema de equações (4.1) através do

método de Runge-Kutta de quarta ordem, no qual se utilizou período de amostragem

�xo. Assim, 
onsiderou-se:

x′(t) =
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o vetor de variáveis de estado do modelo. Também:

f(t, x) =
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
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(ν1(S1(t))− c1)x1(t)

(ν2(S2(t))− c2)x2(t)

−k1ν1(S1(t))x1(t)

k2ν1(S1(t))x1(t)− k3ν2(S2(t))x2(t)

−kcC(t) + k4ν1(S1(t))x1(t) + k5ν2(S2(t))x2(t)
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






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a função vetorial das equações que des
revem os estados. Assim, o modelo pode

ser representado por uma equação do tipo x′(t) = f(t, x), que remete ao uso dos

algoritmos estudados no 
apítulo 3.

A de�nição do tamanho do passo h foi baseada nos dados experimen-

tais usados nos resultados para a identi�
ação dos modelos deste trabalho. Assim,

tomou-se h =
1

4
, uma vez que os dados foram agrupados de 6 em 6 horas, o que

equivale a

1

4
de dia. Para administrar a inserção su
essiva de substrato a 
ada sete

dias, de�niu-se um vetor N 
omo segue:

N =
[

7 7 7 7 7
]

/h

onde 
ada 
omponente é dado em dias. Dessa forma, ao dividir 
ada elemento por h,

obtém-se as 6 horas do experimento. Então, o primeiro elemento de N foi dado 
omo

entrada para o número de passos do algoritmo. Após exe
utar os passos designados,

adi
ionou-se às 
ondições das variáveis de estado naquele instante a quantidade

de substrato determinada, 
ara
terizando a simulação do modo semibatelada do

biorreator. Dessa forma, tomou-se as 
ondições �nais desse sistema simulado 
omo


ondições ini
iais e realizou-se outra iteração, dessa vez sendo o segundo 
omponente

do vetor N o número de passos utilizados no algoritmo. Repetiu-se esse pro
esso

até que todos os 
omponentes do vetor fossem utilizados. A implementação desse

pro
edimento se deu por meio de um laço iterativo.

4.2 Identi�
ação de parâmetros

A identi�
ação dos parâmetros 
onsiste em, a partir dos dados de um

experimento práti
o em um biorreator real, determinar os valores do vetor v em

(4.3) a �m de que o modelo se aproxime do 
omportamento real desse biorreator,

por meio de um algoritmo de otimização. Um dos métodos mais utilizados para

resolver problemas de otimização é o de mínimos quadrados.
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O método dos mínimos quadrados visa a obtenção de um vetor θ que

minimize o somatório de uma função f(θ) ao quadrado [31℄. No 
aso em que o

método é apli
ado para ajustar um modelo matemáti
o a partir de dados experi-

mentais, a função f(θ) representa o erro total entre a solução estimada pelo modelo

e a obtida pelo experimento. Dessa forma, sendo q(t) a quantidade de gás produzida

pelo biorreator no tempo de amostragem t e q̂(t) a saída de gás simulada, de�ne-se

a função a ser otimizada 
omo segue:

J(θ) =

n
∑

t=1

(q(t)− q̂(t, θ))2 = (q − q̂(θ))T (q − q̂(θ)) (4.4)

onde n é o número de amostras 
oletadas no experimento. Dois algoritmos são

amplamente empregados na soluções de problemas de otimização que envolvem mí-

nimos quadrados [11℄. Um deles é baseado no método simplex de Nelder-Mead, que

pode ser rodado no software Matlab através da função fminsear
h. O outro, que

foi utilizado nos resultados deste trabalho, tem 
omo base o método de Newton, e

é implementado no mesmo software pela função lsqnonlin. Entretanto, antes de

ini
iar a identi�
ação de parâmetros de um modelo a partir de dados experimentais,

é ne
essário veri�
ar se ele é identi�
ável.

4.3 Identi�
abilidade do modelo

A partir do modelo (4.1) e dado um 
onjunto de parâmetros θ1, de�ne-se

[7℄:

De�nição 4.1. Identi�
abilidade: O modelo é lo
almente identi�
ável em θ1 se

existe δ > 0 e um 
onjunto de dados Z, tal que para todo θ ∈ ||θ−θ1|| ≤ δ, as saídas

do modelo para esses dois diferentes 
onjuntos de parâmetros são idênti
as quando

submetidas ao mesmo 
onjunto de dados apenas se θ = θ1. E é dito globalmente

identi�
ável se o mesmo vale para todo δ > 0.
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Para testar a identi�
abilidade do modelo, pode-se realizar uma simu-

lação numéri
a. O teste 
onsiste na bus
a por diferentes valores para o 
onjunto

de parâmetros que des
reve o modelo, tal que existam pelo menos dois 
onjuntos

distintos que gerem a mesma saída. Caso seja possível determinar dois vetores di-

ferentes que expressem a mesma saída, 
on
lui-se que o modelo não é identi�
ável.

Por outro lado, se apenas um for 
apaz de gerar a mesma resposta, então o sistema

abordado pode ser identi�
ado.

Exemplo 4.1. Ini
ialmente, sup�s-se um modelo genéri
o, 
ujos parâmetros a se-

rem identi�
ados 
orrespondem a:

θ1 =
[

0.03 1 5 0.005 1 5 0.01 0.005 70 14 100 389 32 3 0.1
]

(4.5)

Assim, se o modelo é identi�
ável, espera-se obter através do algoritmo de otimização

um valor para o vetor identi�
ado θ igual ao de θ1. Então, assumiu-se que os dados


ontinham informações das 
ondições ini
iais das variáveis do estado do modelo.

Considerou-se:

x =
[

x1 x2 S1 S2 C
]

=
[

1 1 1 1 1
]

Para realizar o teste, foram tomados 100 diferentes valores de θ pró-

ximos aos de θ1, de�nidos através de um sorteio no qual os valores 
onsiderados

estavam 
ompreendidos na multipli
ação do vetor θ por 1 somado a um numero

aleatório de uma distribuição gaussiana de média zero e desvio padrão 0.01, isto é,

θ = θ1 · (1 + ǫ), onde ǫ é uma função de distribuição aleatória. Então, simulou-se o

modelo 
om estes parâmetros, porém nenhum deles 
onseguiu gerar a mesma saída

obtida a partir de θ1. Sendo assim, pro
urou-se obter outro 
onjunto de parâmetros

que atingisse a mesma resposta a partir de um algoritmo de otimização, implemen-

tado no Matlab pela função lsqnonlin. Mas notou-se que, em todos os 
asos, o

vetor θ 
onvergiu para o mesmo valor de θ1. Isso indi
a que o modelo, 
om as infor-

mações de suas 
ondições in
iais, pode ser identi�
ado. No entanto, no experimento
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realizado para este trabalho, não houve informações a respeito dessas 
ondições, o

que pode impli
ar em um modelo não informativo.

A de�nição de identi�
abilidade depende da existên
ia de um determi-

nado 
onjunto de dados que permita diferen
iar os valores dos parâmetros de a
ordo


om a saída do modelo. Para de�nir se tal 
onjunto possibilita essa diferen
iação,

deve-se apurar se tais dados são informativos.

De�nição 4.2. Informatividade: Um 
onjunto de dados Z é lo
almente informa-

tivo em θ1 se existe δ tal que para θ ∈ ||θ − θ1|| ≤ δ, as saídas do modelo para

esses dois diferentes 
onjuntos de parâmetros são idênti
as quando submetidas ao


onjunto de dados Z apenas se θ = θ1.

É possível obter um modelo identi�
ável 
ujos dados não são su�
ien-

temente informativos para estimar seus parâmetros. No sistema abordado, se as


ondições ini
iais forem nulas, por exemplo, a saída do modelo sempre será nula,

independentemente dos parâmetros que forem 
onsiderados. Além disso, se algumas


ondições in
iais forem nulas, é possível que alguns parâmetros asso
iados a essas

variáveis de estado �quem fortemente 
orrela
ionados. A informatividade de um

sistema também pode ser veri�
ado por intermédio de uma simulação numéri
a do

modelo.

Exemplo 4.2. Para veri�
ar a identi�
abilidade do modelo em um 
aso mais rea-

lista, assumiu-se que as quantidades de substrato (S1 e S2) e gás 
arb�ni
o no 
omeço

da operação do biorreator eram nulas. O mesmo não pode ser feito para as 
on
en-

trações de ba
térias, uma vez que um sistema sem a presença de mi
ro-organismos

não 
onsegue operar. Dessa forma, manteve-se os valores adotados anteriormente,

x1 = 1 e x2 = 1. Com isso, o vetor de 
ondições ini
iais foi de�nido por:

x =
[

x1 x2 S1 S2 C
]

=
[

1 1 0 0 0
]
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O método para testar a identi�
abilidade do modelo neste 
aso foi se-

melhante ao apli
ado para determinar sua identi�
abilidade no 
aso anterior. A

partir do vetor θ1 que expressa a saída real no modelo genéri
o adotado, obteve-se

outros 100 
onjuntos de parâmetros próximos a ele. A de�nição desta 
entena de


onjuntos se deu de maneira análoga a do teste ante
edente, multipli
ando o vetor

θ1 por 1 somado a um valor aleatório de uma distribuição gaussiana de média zero

e desvio padrão 0.01, ou seja, θ = θ1 · (1 + ǫ), onde ǫ é uma função de distribuição

aleatória. A seguir, apli
ou-se o algoritmo de otimização lsqnonlin na bus
a por

um 
onjunto de parâmetros θ distinto de θ1 que 
onsiga expressar a mesma saída

do modelo genéri
o. Se o algoritmo é 
apaz de obter valores diferentes que geram a

mesma saída, pode-se dizer que os dados não são informativos o su�
iente para que

o modelo seja identi�
ado. De fato, em alguns resultados a identi�
ação apresentou

valores distintos para os parâmetros de θ em relação aos de θ1 que geraram a mesma

saída na simulação. Em um dos 
asos, por exemplo, obteve-se:

θ =
[

0.0279 0.9516 4.7547 0.0049 0.9648 4.9885 0.0099

0.0050 72.3326 13.9288 98.7194 400.7887 32.7982 3.0111 0.0655
]

A Figura 4.1 ilustra a equivalên
ia nos grá�
os da saída do modelo quando se apli
am

os vetores θ1 e θ:
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 Solução genérica

Solução identificada

Figura 4.1: Comparação entre a solução genéri
a e a solução 
om parâmetros iden-

ti�
ados
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Isso mostra que o modelo, sem as 
ondições ini
iais, não possui dados

informativos o su�
iente para ser identi�
ável. A provável 
ausa da não identi�
a-

bilidade do sistema é a forte 
orrelação entre alguns parâmetros. Por 
onta disso,

baseado na metodologia de [7℄, realizou-se um teste para veri�
ar quais parâmetros

não podem ser identi�
ados.

4.3.1 De�nição dos parâmetros identi�
áveis

Foi visto que a identi�
ação do modelo depende de um 
onjunto de

dados que permita determinar valores para os parâmetros que expressem sua saída

de maneira úni
a. No entanto, tais dados pre
isam ser su�
ientemente informativos,

pois 
aso 
ontrário é possível que diferentes parâmetros des
revam o mesmo 
ompor-

tamento, tornando o sistema não identi�
ável. Se este for o 
aso, pode-se veri�
ar

se a 
orrelação entre alguns parâmetros é responsável pela não identi�
abilidade do

modelo. Para isso, pode-se realizar um teste via simulação numéri
a.

O 
ritério para determinar qual deles não pode ser estimado 
onsiste

em �xar uni
amente o primeiro elemento do 
onjunto de parâmetros e testar a

identi�
abilidade dos demais. Se assim mesmo o sistema não for identi�
ável, �xa-

se apenas o segundo, bus
ando a identi�
ação dos restantes. Se o algoritmo ainda

não for 
apaz de identi�
ar o modelo, então �xa-se somente o ter
eiro parâmetro, e

repete-se o pro
esso su
essivamente. Se, ao �xar determinado parâmetro, o sistema


onvergir sempre para o mesmo 
onjunto na otimização, 
on
lui-se que tal parâmetro

não pode ser identi�
ado e portanto deve manter-se �xado quando for realizada a

identi�
ação do modelo.

Exemplo 4.3. Apli
ando essa té
ni
a ao modelo (4.1), 
onsiderou-se as 
ondições

ini
iais:

x =
[

x1 x2 S1 S2 C
]

=
[

1 1 0 0 0
]
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Assim, �xou-se o primeiro parâmetro de (4.3), referente à taxa de 
res-


imento máxima das ba
térias a
idogêni
as, 
om seu valor da solução genéri
a des-


rita em (4.5). Então, efetuou-se o produto dos demais por um valor aleatório, da

mesma forma que nos testes anteriores, a �m de que os parâmetros estivessem pró-

ximos da solução genéri
a. Contudo, após 100 testes, o algoritmo obteve 
onjuntos

de parâmetros distintos que expressaram a mesma saída, ou seja, apesar da �xação

do primeiro elemento do vetor de parâmetros, não foi possível obter a identi�
ação

do modelo. Dessa forma, realizou-se o mesmo teste �xando o segundo 
omponente

do vetor de parâmetros 
om o mesmo valor estipulado na solução genéri
a. Mais

uma vez, a otimização foi in
apaz de determinar um úni
o 
onjunto que des
revesse

a saída do modelo, indi
ando sua não identi�
abilidade. O pro
edimento foi repetido

su
essivamente até que, ao �xar o parâmetro k3, que denota o 
oe�
iente de degra-

dação dos á
idos graxos, veri�
ou-se que o algoritmo resultou sempre, em todos os

testes, no mesmo 
onjunto após sua otimização. Isso impli
a que a �xação desse

elemento é essen
ial na identi�
ação do modelo (4.1), pois ao �xá-lo, o sistema

torna-se possível de ser identi�
ado.

Portanto, na utilização dos dados experimentais nos resultados deste

trabalho, que serão exibidos no 
apítulo 5, foi ne
essário �xar o valor da 
onstante

k3 para efetuar a identi�
ação do modelo. Para isso, atribuiu-se a esse 
oe�
iente

o valor 100, de�nido arbitrariamente, que foi automati
amente adi
ionado ao vetor

identi�
ado nos resultados. Assim, os demais parâmetros 
orrela
ionados 
om k3

terão seus valores determinados 
onforme essa admissão. Caso seja �xado outro valor

para a 
onstante k3, mudar-se-ão também os valores das 
onstantes 
orrela
ionadas.
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5 RESULTADOS

Neste 
apítulo são apresentados alguns resultados que bus
am validar o

modelo proposto anteriormente. A prioridade é, sem dúvida, a obtenção de modelos

mais simpli�
ados que ainda des
revam 
om razoável pre
isão todo o pro
esso que

o
orre no fun
ionamento de um biorreator. Porém, nem sempre isso é possível. A

representação �el dos fen�menos envolvidos é fundamental para o uso futuro do

modelo adquirido na estimação de estados e 
ontrole do biorreator. Dessa forma,

sugeriu-se a utilização de dois modelos para retratar a dinâmi
a do sistema, sendo um

deles mais simples, que não 
onsidera a variável de estado que denota a 
on
entração

de gás 
arb�ni
o inorgâni
o, e outro um pou
o mais 
omplexo, que admite essa

variável.

O primeiro 
aso assume que todo o gás 
arb�ni
o produzido pelas ba
-

térias sai diretamente para o ar em forma de gás, isto é, nada é 
onsumido pelo

biorreator. No segundo, 
onsidera-se uma dinâmi
a mais 
ondizente 
om a reali-

dade, na qual parte do CO2 produzido pelos mi
ro-organismos �
a retido na água


ontida no meio de 
ultivação. Essa atividade é representada pela quinta equação

diferen
ial. Além disso, foram adotadas duas dinâmi
as para o 
res
imento das

ba
térias agentes no pro
esso, e para 
ada uma delas se 
onsideraram 
asos de mor-

talidade e não mortalidade. Sendo assim, em 
ada um dos 
asos tem-se 4 propostas

de modelo: modelo de Monod sem mortalidade, no qual se utiliza a Lei de Monod

des
rita em (2.7) para o 
res
imento dos mi
ro-organismos e não admite-se taxas

de mortalidade; modelo Monod 
om mortalidade, adi
ionando ao anterior os termos

de morte das ba
térias; modelo Haldane sem mortalidade, em que não há taxas

de mortalidade das ba
térias e o 
res
imento se dá através da equação de Haldane

des
rita em (2.9); e por �m, o modelo de Haldane 
om mortalidade, quando se 
on-

siderou os termos de morte e adotou-se mais uma vez a equação de Haldane para o

desenvolvimento das populações ba
terianas.
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O 
onjunto de dados 
oletados para identi�
ação dos parâmetros do

modelo foi obtido através de experimentos realizados em estufa, 
om biorreatores de

1 litro de 
apa
idade, no Centro Universitário UNIVATES, lo
alizado na 
idade de

Lajeado-RS. Nesses experimentos, foram 
oletadas 140 amostras, em um intervalo

de 6 horas, durante 35 dias. A 
ada 7 dias, aproximadamente, foi adi
ionada uma

quantidade 
onstante de substrato no biorreator. A Figura 5.1 apresenta a imagem

de alguns biorreatores utilizados:

Figura 5.1: Biorreatores de ban
ada 
om 1 litro.

O gás produzido nos re
ipientes passa pelas mangueiras e vai até os

sensores, ilustrados na Figura 5.2. Estes sensores são ligados a um 
omputador que

salva a quantidade total de gás gerada (CO2 e CH4), gravando os dados que, para

este trabalho, foram agrupados de 6 em 6 horas.

Figura 5.2: Coletores usados para medição da vazão de biogás.
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Foram realizados, ao todo, 6 experimentos em biorreatores distintos,


ujos ambientes de 
ultivação tinham volume de 600ml, os quais foram alimentados


om sa
arose. Em 3 deles, a quantidade adi
ionada era de 1% do seu volume, isto

é, 6ml diluídos. Nos outros 3, foram a
res
idos 2% do volume 
ontido no biorreator.

Um experimento de 
ada grupo foi utilizado para identi�
ar os parâmetros. Os

dados do experimento 
om 1% de açú
ar são denotados por V1.0, V1.1 e V1.2, e os


om 2% por V2.0, V2.1 e V2.2, sendo V1.2 e V2.2 os usados no algoritmo de otimização. A

simulação do modelo 
om os dados identi�
ados foi realizada através do método de

Runge-Kutta de quarta ordem, e para a identi�
ação adotou-se a função do Matlab

lsqnonlin, que é baseada no método de Newton.

5.1 Resultados para o modelo sem a variável de estado de

CO2 inorgâni
o

Os resultados exibidos nesta seção foram obtidos através de uma sim-

pli�
ação do modelo (4.1), na qual não foi 
onsiderada a quinta equação diferen
ial

que representa a 
on
entração de gás 
arb�ni
o inorgâni
o. Assim, 
onsiderou-se

que todo gás produzido sai misturado ao mesmo tempo para o ar, na saída do bi-

orreator, des
onsiderando na dinâmi
a a existên
ia de uma retenção de CO2 na

água. Não houve informações quanto às 
ondições ini
iais do sistema, e por isso se

admitiu que as 
on
entrações de ba
térias a
idogêni
as e metanogêni
as tem valor

adimensional 1, que denota 100%. Dessa forma, as variáveis de estado, que po-

dem ser representadas pelo vetor x0 =
[

x1 x2 S1 S2

]

, tiveram seu valor ini
ial

de�nido por

[

1 1 0 0
]

. O 
onjunto de parâmetros a ser identi�
ado é dado

por

[

µm1 KS1 KI1 µm2 KS2 KI2 c1 c2 k1 k2 k6 kc

]

. Vale lembrar que

o valor da 
onstante k3 foi �xado devido a sua não identi�
abilidade, 
onforme foi

visto no 
apítulo anterior.
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5.1.1 Parâmetros para o modelo de Monod sem mortalidade

Nos resultados presentes nesta subseção, admitiu-se um modelo mais

simples, e assim 
onsiderou-se nulos os valores dos termos de inibição e mortalidade

KI1, KI2, c1 e c2. Assim, o 
onjunto de parâmetros a ser determinado pode ser

expresso por v =
[

µm1 KS1 µm2 KS2 k1 k2 k6 kc

]

. Sua 
ondição ini
ial

foi de�nida através de simulações 
omputa
ionais, nas quais se sup�s valores a 
ada

parâmetro a �m de aproximar o 
omportamento da representação grá�
a do modelo

ao do experimento práti
o. Assim, atribuiu-se ao vetor os seguintes valores para o

dado 
om 1%:

v0 =
[

6.6162 116.5533 32.1765 784.1846 8.6204 1.4463 501.0284 0.1453
]

Para 2%:

v0 =
[

7.62 351.853 66.07 1062 21.5304 3.0486 554.284 1.4
]

Dessa forma, sendo v1.2 o vetor de parâmetros identi�
ados usando o


onjunto de dados V1.2, obteve-se o seguinte resultado para o dado 
om 1% de açú
ar:

v1.2 =
[

7.4377 131.476 32.1796 784.1905 8.6498 1.4588 498.5197 0.14533
]

A Figura 5.3 mostra a 
omparação entre as quantidades de gás estima-

das pelo modelo e a expressa pelos dados experimentais

Nota-se que o 
omportamento do modelo assemelha-se ao dos dados

reais quando 
onfrontam-se os intervalos de 
res
imento e de
res
imento da geração

de gás, bem 
omo os instantes nos quais o
orrem os pi
os de produção. No entanto,

há 
erta dis
repân
ia nos valores de máximos destes pi
os, sobretudo nos primeiros

períodos de tempo. Porém, per
ebe-se que, 
om o passar do tempo, estes valores já

apresentam uma aproximação razoável. Já na Figura 5.4, veri�
a-se uma 
onsiderá-

vel diferença entre o volume total de gás originado pelo biorreator real e o estimado

pelo modelo. De fato, o erro estimado foi de 7.9473L2
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Figura 5.3: Vazão de gás para o modelo Monod sem mortalidade sem a variável que

denota CO2, 
om inserção de 1%.
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Figura 5.4: Volumes de gás total para modeloMonod sem mortalidade sem a variável

que denota CO2, 
om inserção de 1%.
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A identi�
ação a partir do dado 
om 2% de açú
ar apresentou os se-

guintes valores para o 
onjunto de parâmetros:

v2.2 =
[

9.2706 431.0887 66.5623 1061.9585 21.5121 3.0588 546.4666 1.5587
]

A 
omparação entre a quantidade de gás 
oletada nesse experimento e

a simulada através do vetor identi�
ado pode ser 
onferida na Figura 5.5.
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Figura 5.5: Vazão de gás para o modelo Monod sem mortalidade sem a variável que

denota CO2, 
om inserção de 2%.

Neste 
aso, 
onstata-se um 
omportamento semelhante ao dado 
om

1%, visto que a simulação também 
ondiz 
om o experimento em relação aos inter-

valos de 
res
imento e de
res
imento e nos momentos de pi
o, mas destoa no que diz

respeito aos valores máximos desses pi
os. É notável também que a adição de uma

quantidade duas vezes maior de substrato teve maior in�uên
ia justamente nesses

instantes de produção máxima. Os volumes de gás total produzidos pelo biorreator

e pela simulação são vistos na Figura 5.6, na qual também se observa uma diferença

de 
omportamento, na qual o erro reproduzido foi de 14.3294L.
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Figura 5.6: Volumes de gás para o modelo Monod sem mortalidade sem a variável

que denota CO2, 
om inserção de 2%.

A saída de gás obtida pelo modelo a partir da identi�
ação dos pa-

râmetros também foi 
omparada aos demais dados experimentais disponíveis, que

não foram utilizados na otimização da função objetivo. A essa função de mínimos

quadráti
os, que determina o erro entre o dado experimental e a solução simulada,

foram apli
ados todos os dados experimentais junto aos da saída de gás estimada

pelo modelo identi�
ado, para veri�
ar o valor que esta função retornava em 
ada

um dos 
asos. O resultado, para 
ada um deles, está exposto na Tabela 5.1

V1.0 V1.1 V1.2 V2.0 V2.1 V2.2

J(v1.2) 1.3698 1.3748 0.90289 8.5128 5.3501 5.2113
J(v2.2) 1.4193 1.4733 0.95845 8.1837 5.2011 4.7192

Tabela 5.1: Tabela de valores da função objetivo para o modelo de Monod sem

mortalidade.

Na tabela, per
ebe-se que a função objetivo apli
ada aos dados utiliza-

dos na otimização teve um valor de 0.90289 para 1% de açú
ar (dado V1.2) e 4.7192

para 2% (dado V2.2). Como era de se esperar, quando se apli
ou os demais dados

na função objetivo, o erro quadráti
o foi maior. As Figuras 5.7 e 5.8 mostram uma

sobreposição dos grá�
os da vazão de gás resultante do modelo 
om a obtida pelos

3 experimentos de 
ada grupo, respe
tivamente.
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Figura 5.7: Vazão de gás do modelo Monod sem mortalidade identi�
ado 
om o

dado V1.2 em relação aos demais dados de 1%, sem a variável que denota

CO2.

0 20 40 60 80 100 120 140
0

0.5

1

1.5

2

2.5

tempo [amostras]

V
o
lu

m
e
 t
o
ta

l 
[L

it
ro

s
]

 

 

Dados do modelo

Dados do experimento 1

Dados do experimento 2

Dados do experimento 3

Figura 5.8: Vazão de gás do modelo Monod sem mortalidade identi�
ado 
om o

dado V2.2 em relação aos demais dados de 2%, sem a variável que denota

CO2.

5.1.2 Parâmetros para o modelo de Monod 
om mortalidade

Nestes resultados, bus
ou-se melhorar a pre
isão do modelo. Para

isso, adi
ionou-se ao 
aso anterior fatores de mortalidade para ambas as famílias

de ba
térias. Os termos de inibição KI1 e KI2 permane
eram �xados 
om valor

nulo. Assim, o 
onjunto de parâmetros a ser determinado pode ser denotado por

v =
[

µm1 KS1 µm2 KS2 c1 c2 k1 k2 k6 kc

]

. Seu valor ini
ial também foi

de�nido 
omputa
ionalmente, e para 1% se teve:

v0 =
[

9.4758 167.1783 32.1160 784.2151 0.005

0.0001 8.6196 1.4803 518.9548 0.1447
]
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Com 2%:

v0 =
[

3.9790 158.3991 79.1044 845.3872 0.0088

0.0173 22.3398 3.4948 522.9690 1.2706
]

Com isso, os valores identi�
ados para o dado experimental 
om 1% de

açú
ar são:

v1.2 =
[

5.031 167.5813 15.4923 784.7272 0.004233

−0.045948 20.7211 3.4429 518.9572 0.036969
]

Observa-se aqui que um dos fatores de mortalidade, 
orrespondente às

ba
térias metanogêni
as, apresentou valor negativo. Na práti
a, isso signi�
aria que

não houve mortalidade, mas sim que tal termo indi
aria uma taxa de natalidade,

o que pode não fazer sentido na dinâmi
a do biorreator. A Figura 5.9 defronta

as saídas de gás resultantes do modelo 
om o vetor de parâmetros v1.2 dos dados

experimentais.
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Figura 5.9: Vazão de gás para o modelo de Monod 
om mortalidade sem a variável

que denota CO2, 
om inserção de 1%.

Per
ebe-se uma pequena melhora no 
omportamento do modelo 
om

mortalidade em relação ao anterior, embora ainda haja uma diferença signi�
ativa

nos primeiros intervalos e nos valores máximos de produção. Ainda assim, a simula-

ção 
orresponde quando trata dos momentos em que há 
res
imento e de
res
imento
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da vazão de gás. Na 
omparação entre os volumes totais de gás, nota-se uma dife-

rença pou
o menor à observada no 
aso anterior, de 7.0746L, 
omo ilustra a Figura

5.10.
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Figura 5.10: Volumes de gás para o modelo de Monod 
om mortalidade sem a va-

riável que denota CO2, 
om inserção de 1%.

Utilizando-se os dados para identi�
ar o modelo do biorreator alimen-

tado 
om 2% de açú
ar, 
hegou-se aos seguintes valores:

v2.2 =
[

4.0067 158.4494 86.9807 925.0401 0.0097633

0.01735 22.6765 3.521 523.7116 1.4314
]

Neste resultado, não houve o
orrên
ia de parâmetros negativos, o que

indi
a maior 
oerên
ia 
om as atividades do biorreator. Na Figura 5.11 estão exibi-

das as vazões de gás resultantes do modelo e do experimento práti
o.

O 
omportamento obtido pelo modelo 
om 2% 
ondiz 
om o 
onse-

quente da identi�
ação 
om 1%, sendo razoável para prever os intervalos em que a

produção de gás 
res
e e de
res
e e os momentos em que atinge sua máxima pro-

dutividade, mas sem 
onseguir aproximar tais valores ini
ialmente. A Figura 5.12

apresenta a quantidade total de gás produzida pelo biorreator durante todo o pro-


esso em 
ontraste 
om a estimada pelo modelo. Tal 
omo anteriormente, nota-se

que a simulação atingiu um volume pou
o menor que o registrado pelo experimento.

A diferença estimada foi de 20.2819L
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Figura 5.11: Vazão de gás para o modelo de Monod 
om mortalidade sem a variável

que denota CO2, 
om inserção de 2%.
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Figura 5.12: Volumes de gás total para o modelo Monod 
om mortalidade sem a

variável que denota CO2, 
om inserção de 2%.
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A função objetivo, 
al
ulada a partir dos parâmetros identi�
ados e dos

dados experimentais forne
idos, está indi
ada na Tabela 5.2.

V1.0 V1.1 V1.2 V2.0 V2.1 V2.2

J(v1.2) 1.294 1.3148 0.83782 8.1914 5.0402 4.8205
J(v2.2) 1.386 1.4388 0.91563 8.1651 5.1302 4.5852

Tabela 5.2: Tabela de valores da função objetivo para o modelo de Monod 
om

mortalidade.

Observa-se que, apesar da identi�
ação retornar um valor não admissí-

vel para um dos parâmetros quando utilizados os dados de 1% de substrato, o erro

quadráti
o diminuiu. Isso se deve ao fato do modelo ser mais genéri
o, e por isso

al
ança um valor menor para a função objetivo. O mesmo o
orreu para o dado 
om


arga de 2% de substrato. Contudo, tais resultados não impli
am em um modelo

melhor, e sim em uma resposta que se en
aixa melhor aos dados experimentais.

Como se pode notar, alguns parâmetros não apresentaram valores que possam ser

admitidos, então embora a função objetivo esteja mais otimizada em relação a do


aso anterior, o modelo não retrata 
om maior realismo o que de fato o
orre no

biorreator. A produção de gás dos modelos em 
onfronto 
om a de todos os dados

forne
idos está ilustrada nas Figuras 5.13 e 5.14.
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Figura 5.13: Vazão de gás do modelo Monod 
om mortalidade identi�
ado 
om o

dado V1.2 em relação aos demais dados de 1%, sem a variável que denota

CO2.
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Figura 5.14: Vazão de gás do modelo Monod 
om mortalidade identi�
ado 
om o

dado V2.2 em relação aos demais dados de 2%, sem a variável que denota

CO2.

5.1.3 Parâmetros para o modelo de Haldane sem mortalidade

A adição dos termos de mortalidade resultou em um modelo 
ujo 
om-

portamento esteve um pou
o mais próximo ao do biorreator real. Todavia, a identi�-


ação revelou valores aos parâmetros não 
ondizentes 
om a realidade. Sendo assim,

prop�s-se nesta subseção alterar o pro
esso de 
res
imento das ba
térias adi
ionando

termos de inibição em vez de taxas de mortalidade. Com isso, in
luiu-se no vetor

a ser identi�
ado as 
onstantes KI1 e KI2, referentes à inibição do 
res
imento das

ba
térias a
idogêni
as e metanogêni
as, respe
tivamente, e �xou-se as 
onstantes

c1 e c2 
om valor nulo. Portanto, o 
onjunto de parâmetros a ser determinado é

dado por v =
[

µm1 KS1 KI1 µm2 KS2 KI2 k1 k2 k6 kc

]

. O valor ini
ial

utilizado no algoritmo de otimização 
om os dados de 1% foi:

v0 =
[

5.0310 127.5813 1 15.4923 784.7272

50 20.7211 3.4429 548.9572 0.0370
]

A partir do experimento 
om 2%:

v0 =
[

2.0908 125.0543 8.4110 0.3433 6.6176

4.8943 22.0185 3.6343 503.2128 1.0706
]
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O resultado da identi�
ação utilizando o dado do biorreator abaste
ido


om 1% de açú
ar é expresso pelo vetor:

v1.2 =
[

6.4092 130.5153 −55.2792 23.2318 784.7404

48.9326 7.5555 1.2466 537.9148 −0.0084266
]

Atenta-se aqui para dois parâmetros que resultaram em valores nega-

tivos. O primeiro referente ao termo de inibição das ba
térias a
idogêni
as, e o

segundo rela
ionado à 
onstante de produção de gás 
arb�ni
o. Tais valores não

são 
ondizentes à dinâmi
a do pro
esso, uma vez que o parâmetro kc negativo, por

exemplo, indi
aria um 
onsumo de gás 
arb�ni
o pelo biorreator. A resposta do

modelo para a vazão de gás 
om tais valores é ilustrada na Figura 5.15, na qual se

vê um 
omportamento bastante semelhante ao modelo de Monod 
om mortalidade.
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Figura 5.15: Vazão de gás para o modelo Haldane sem mortalidade sem a variável

que denota CO2, 
om inserção de 1%.

Contudo, a quantidade de gás total gerada durante todo o pro
esso apresenta uma

semelhança maior que nos 
asos anteriores, 
uja diferença foi de 5.92L, 
onforme

mostra a Figura 5.16.
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Figura 5.16: Volumes de gás produzido no modelo Haldane sem mortalidade sem a

variável que denota CO2, 
om inserção de 1%.

O 
onjunto de parâmetros resultante da otimização a partir dos dados

experimentais de 2% de açú
ar é dado por:

v2.2 =
[

2.0908 125.0543 −8.411 0.3433 6.6176

4.8943 22.0185 3.6343 503.2128 1.0706
]

Dete
ta-se, mais uma vez, a presença de um parâmetro negativo asso-


iado ao fator de inibição da família de ba
térias a
idogêni
as. Como a proposta do

modelo é adi
ionar um termo de inibição, não faz sentido que tal valor seja negativo,

visto que isso talvez indi
asse um estímulo no 
res
imento. A vazão de gás expressa

pelo modelo identi�
ado 
om esses valores está elu
idado na Figura 5.17, na qual

se vê as mesmas 
ara
terísti
as vistas no modelo obtido 
om os dados de 1% de

açú
ar, 
om razoável semelhança nos intervalos de aumento e de
línio da geração de

gás, mas distante dos valores nos pi
o de produção, prin
ipalmente nos primeiros

intervalos de tempo.

A Figura 5.18 indi
a que o volume total de gás estimado pelo modelo a

partir da identi�
ação 
om 
arga de 2% de substrato é menos 
ondizente ao volume

total 
oletado pelo experimento, quando 
omparado ao obtido 
om base nos dados

de 1% de 
arga. O erro neste 
aso foi de 8, 4736L
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Figura 5.17: Vazão de gás para o modelo Haldane sem mortalidade sem a variável

que denota CO2, 
om inserção de 2%.
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Figura 5.18: Volumes de gás para o modelo Haldane sem mortalidade sem a variável

que denota CO2, 
om inserção de 2%.
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Na Tabela 5.3 en
ontram-se os valores da função objetivo quando apli-


ada aos demais dados e de a
ordo 
om os parâmetros determinados. Pode-se ver

que houve uma pequena melhora em relação ao modelo mais simples, que utilizava

a Lei de Monod e não admitia mortalidade, porém o erro quadráti
o foi maior que o


aso anterior, que também usava a Lei de Monod para o 
res
imento das ba
térias,

mas 
onsiderava um termo de morte.

V1.0 V1.1 V1.2 V2.0 V2.1 V2.2

J(v1.2) 1.3266 1.3325 0.87778 35.2295 34.1092 30.0052
J(v2.2) 1.4738 1.5532 1.0124 7.9073 5.0108 4.5328

Tabela 5.3: Tabela de valores da função objetivo para o modelo de Haldane sem

mortalidade.

Já nas Figuras 5.19 e 5.20, 
onfrontam-se as saídas de gás dos experi-

mentos 
om a realizada pelo modelo.
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Figura 5.19: Vazão de gás do modelo Haldane sem mortalidade identi�
ado 
om

o dado V1.2 em relação aos demais dados de 1%, sem a variável que

denota CO2.
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Figura 5.20: Vazão de gás do modelo Haldane sem mortalidade identi�
ado 
om

o dado V1.2 em relação aos demais dados de 2%, sem a variável que

denota CO2.

5.1.4 Parâmetros para o modelo Haldane 
om mortalidade

A adição de fatores de inibição provo
ou melhorias em relação ao mo-

delo mais simples. Entretanto, também apresentou parâmetros 
ujos valores não


orrespondem à proposta do modelo de Haldane. Sendo assim, no último resultado

desta seção, sugeriu-se um modelo 
ontendo as taxas de mortalidade e os fatores

de inibição. Dessa forma, o 
onjunto de parâmetros a ser identi�
ado 
orresponde

ao vetor

[

µm1 KS1 KI1 µm2 KS2 KI2 c1 c2 k1 k2 k6 kc

]

. Os valores

atribuídos ini
ialmente a tais parâmetros a partir do experimento de 1% foram:

v0 =
[

3.4092 65.5153 4 11.2318 392.7404 22.9326

0.001 0.0001 7.5555 1.2466 537.9148 0.0084
]

Já quando se utilizou o dado 
om 2% de 
arga, assumiu-se:

v0 =
[

4.007 155.4453 0.1 82.2318 910.7404 3

0.005 0.02 21.5555 3.2466 512.9148 1.5084
]

61



Com base no dado experimental de adição de 1% de açú
ar, o vetor θ

de parâmetros do modelo levou ao seguinte resultado na identi�
ação:

v1.2 =
[

3.977 65.7025 −1.3949 10.5869 543.8617 32.5346

0.0094063 −0.046567 9.8155 1.5538 534.7641 0.14044
]

Nesta identi�
ação, nota-se que dois parâmetros, ligados à inibição das

ba
térias a
idogêni
as e à mortalidade das metanogêni
as, adquiriram um valor

negativo. Tais valores não se enquadram na proposta do modelo, que sugere que

haja inibição e morte. Além disso, a saída de gás resultante a partir do 
onjunto de

parâmetros identi�
ado apresenta pou
a diferença dos modelos anteriores, 
onforme

ilustra a Figura 5.21. O mesmo pode se dizer do volume total de gás produzido

ao longo de todo pro
esso, 
ujo erro foi de 7.3664, o que também não aponta uma

grande melhora em relação aos modelos mais simples, 
omo pode ser visto na Figura

5.22.
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Figura 5.21: Vazão de gás para o modelo Haldane 
om Mortalidade sem a variável

que denota CO2, 
om inserção de 1%.
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Figura 5.22: Volumes de gás total para o modelo Haldane 
om Mortalidade sem a

variável que denota CO2, 
om inserção de 1%.

A identi�
ação 
om base no dado de a
rés
imo de 2% de substrato

gerou o vetor:

v2.2 =
[

3.8674 155.4304 −4.5618 84.2543 915.5773 3.0529

0.010041 0.016197 21.8417 3.4348 512.9237 1.3266
]

O termo asso
iado à inibição do 
res
imento da ba
téria a
idogêni
a

novamente exibiu valor negativo, 
ontrariando o modelo que foi sugerido. A Figura

5.23 expressa a vazão de gás do modelo 
onfrontada 
om a do experimento.
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Figura 5.23: Vazão de gás para o modelo Haldane 
om Mortalidade sem a variável

que denota CO2, 
om inserção de 2%.

O grá�
o sinaliza que o 
omportamento do modelo Haldane 
om morta-

lidade difere pou
o dos anteriores, mais simpli�
ados, sendo mais 
ompatível 
om o

experimento nos intervalos em que 
res
e e de
res
e, mas não al
ançando os pontos
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de pi
o. O grá�
o do volume total de gás obtido pelo modelo também não sugere

melhoria na sua 
omparação ao 
omportamento real, já que o erro estimado foi de

22.62L, tal qual se observa na Figura 5.24.
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Figura 5.24: Volumes de gás total para o modelo Haldane 
om Mortalidade sem a

variável que denota CO2, 
om inserção de 2%.

A Tabela 5.4, que apresenta os valores da função objetivo a partir da

identi�
ação dos parâmetros e dos dados reais, mostra que o ganho na otimização do

modelo Haldane 
om mortalidade foi pou
o se 
omparado a modelos mais simples,

vistos anteriormente. E mais, quando se 
onsiderou a taxa de mortalidade, a Lei de

Monod resultou em um erro quadráti
o menor, por exemplo, quando apli
ados os

dados utilizados na otimização.

V1.0 V1.1 V1.2 V2.0 V2.1 V2.2

J(v1.2) 1.2949 1.3162 0.84055 8.044 5.0942 4.9631
J(v2.2) 1.4005 1.4641 0.93202 7.9562 5.0398 4.4986

Tabela 5.4: Tabela de valores da função objetivo para o modelo de Haldane sem

mortalidade.

Os grá�
os das Figuras 5.25 e 5.26 traz a 
omparação entre as saídas

do modelo e as medidas nos experimentos.
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Figura 5.25: Vazão de gás do modelo Haldane 
om mortalidade identi�
ado 
om

o dado V1.2 em relação aos demais dados de 1%, sem a variável que

denota CO2.
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Figura 5.26: Vazão de gás do modelo Haldane 
omm mortalidade identi�
ado 
om

o dado V1.2 em relação aos demais dados de 2%, sem a variável que

denota CO2.

5.2 Resultados para o modelo 
om a variável de estado de

CO2 inorgâni
o

Esta seção apresenta os resultados obtidos a partir do uso de um modelo

mais 
omplexo, 
onsiderando todas as equações des
ritas em 4.1. O objetivo da ad-

missão da quinta variável de estado do modelo é obter uma resposta mais pre
isa em


omparação 
om os dados experimentais forne
idos. Para isso, entende-se que, ao


onsiderar a dinâmi
a que representa 
on
entração de gás 
arb�ni
o, o modelo deve

responder melhor ao 
onfronto 
om os dados reais, uma vez que os fen�menos en-

volvidos são melhor retratados. Diferentemente do modelo anterior, que propunha a
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imediata saída do gás 
arb�ni
o do biorreator, sugere-se agora que o CO2 produzido

pelas reações quími
as presentes no sistema �que primeiramente dissolvido na água,

sendo liberado apenas posteriormente. Sem informação sobre as 
ondições ini
iais do

pro
esso, assumiu-se, mais uma vez, que as 
on
entrações ba
terianas tinham valor

adimensional igual a 1, signi�
ando 100%, e as demais foram ini
ializadas 
om valor

nulo. Dessa forma, o 
onjunto de variáveis de estado, que agora possui 
in
o 
ompo-

nentes, e pode ser denotado pelo vetor x =
[

x1 x2 S1 S2 C
]

, teve 
omo valores

adotados ini
ialmente x0 =
[

1 1 0 0 0
]

. Fixado o parâmetro não-identi�
ável

k3, o 
onjunto de parâmetros a ser identi�
ado neste modelo é expresso pelo vetor

v =
[

µm1 KS1 KI1 µm2 KS2 KI2 c1 c2 k1 k2 k6 k4 kc k5

]

.

5.2.1 Parâmetros para o modelo de Monod sem mortalidade

Na dinâmi
a proposta nesta subseção, foram des
onsiderados os parâ-

metros de mortalidade e de inibição do 
res
imento das ba
térias, os quais foram

�xados 
om valor nulo. Assim, o vetor de parâmetros a identi�
ar �
ou mais simpli�-


ado, e pode ser de�nido por v =
[

µm1 KS1 µm2 KS2 k1 k2 k6 k4 kc k5

]

.

Os valores ini
iais imputados aos parâmetros para otimização via os dados de 1%:

v0 =
[

7.4377 131.476 32.1796 784.1905 8.6498

1.4588 498.52 0.5 0.1453 3
]

Pelos dados de 2%:

v0 =
[

9.75 16.3322 5.62 199.76 0.92105

0.051695 515.4841 0.5771 0.2914 3.994
]
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Por intermédio do dado experimental do biorreator alimentado 
om 1%

de açú
ar, obteve-se o seguinte vetor de parâmetros identi�
ados:

v1.2 =
[

94.7471 90.3322 13.621 784.7574 0.92105

0.051695 498.4841 0.57715 0.3914 2.9942
]

Com esses valores, simulou-se a vazão de gás originada pelo modelo em


ontraste 
om a vazão real do biorreator 
ontida no dado experimental, 
onforme

mostra a Figura 5.27
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Figura 5.27: Vazão de gás para o modelo Monod sem Mortalidade 
om a variável

que denota CO2, 
om inserção de 1% de açú
ar.

Nota-se que o 
omportamento do modelo aproximou-se melhor da situ-

ação real, ainda que apresente distinções semelhantes às obtidas nos modelos sem a

variável de CO2 inorgâni
o, 
omo a disparidade nos valores dos primeiros pi
os de

produção. Já quando 
ompara-se o volume total de gás gerado, per
ebe-se na Fi-

gura 5.28 que há uma aproximação bastante razoável, que não havia sido al
ançada

anteriormente. De fato, o erro total entre os grá�
os foi de 4.432L.
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Figura 5.28: Volumes de gás total para o modelo Monod sem mortalidade 
om a

variável que denota CO2, 
om inserção de 1% de açú
ar.

A identi�
ação obtida por meio do dado do biorreator alimentado 
om

2% de açú
ar apresentou o seguinte resultado:

v2.2 =
[

0.36693 0.62568 7.4591 215.7866 7.0311

0.34734 600.2001 4.522 0.24678 0.000045859
]

Deste modo, foi possível simular a vazão de gás do modelo e 
ompará-lo ao do

experimento, 
omo se observa na Figura 5.29.
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Figura 5.29: Vazão de gás para o modelo Monod sem mortalidade 
om a variável

que denota CO2, 
om inserção de 2% de açú
ar.

A resposta foi semelhante à obtida 
om o dado de 1%, apresentando

melhoria em relação aos modelos sem a quinta variável de estado, mas ainda 
om

alguns problemas em aproximar os valores de pi
o nos primeiros intervalos. Em

relação ao volume total de gás, o erro total entre o obtido via experimento e o simu-

68



lado foi de 7.118L, apresentando razoável aproximação da simulação ao experimento

práti
o, 
onforme retrata a Figura 5.30.
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Figura 5.30: Volume total de gás para o modelo Monod sem mortalidade 
om a

variável que denota CO2, 
om inserção de 2% de açú
ar.

Assim 
omo no modelo que des
onsiderava a variável de estado do gás


arb�ni
o inorgâni
o, realizou-se o 
ál
ulo da função objetivo de a
ordo 
om os parâ-

metros identi�
ados e os experimentos forne
idos, 
omo 
onsta na Tabela 5.5. Nota-

se que a função quando são apli
ados os dados utilizados na otimização apresenta

valores bem menores que no modelo sem a quinta equação diferen
ial, 
omprovando

a melhora no resultado obtido.

V1.0 V1.1 V1.2 V2.0 V2.1 V2.2

J(v1.2) 1.1289 1.1395 0.74605 44.1562 42.7094 41.6629
J(v2.2) 1.1814 1.2004 0.93326 6.1829 3.7503 3.3314

Tabela 5.5: Tabela de valores da função objetivo para o modelo de Monod sem

mortalidade.

A 
omparação da saída de gás gerada pelo modelo e a 
oletada nos

experimentos pode ser observada nas Figuras 5.31 e 5.32
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Figura 5.31: Vazão de gás do modelo Monod sem mortalidade identi�
ado 
om o

dado V1.2 em relação aos demais dados de 1%, 
om a variável que denota

CO2.
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Figura 5.32: Vazão de gás do modelo Monod sem mortalidade identi�
ado 
om o

dado V2.2 em relação aos demais dados de 2%, 
om a variável que denota

CO2.

5.2.2 Parâmetros para o modelo de Monod 
om mortalidade

Nestes resultados, foram adi
ionados ao 
onjunto de parâmetros a ser

identi�
ado os fatores de mortalidade c1 e c2 das ba
térias a
idogêni
as e meta-

nogêni
as, respe
tivamente, a �m de tornar o modelo mais 
ompleto e obter uma

aproximação maior da simulação ao experimento real. Fixados os parâmetros de

inibição KI1 e KI2 
om valor 0, o vetor dos parâmetros a ser identi�
ado 
orres-

ponde a v =
[

µm1 KS1 µm2 KS2 c1 c2 k1 k2 k6 k4 kc k5

]

. Os valores
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atribuídos ini
ialmente a v para 1%:

v0 =
[

94.7471 90.3322 13.6210 784.7574 0.01 0.001

0.9211 0.0517 498.4841 0.5772 0.3914 2.9942
]

Para 2%:

v0 =
[

9.367 50.6257 7.459 214.1864 0.0019 0.0015

7.0311 0.34734 600.2001 4.522 0.24678 1
]

A identi�
ação realizada 
om base no dado experimental 
om a
rés
imo

de 1% de matéria orgâni
a gerou o seguinte vetor de parâmetros:

v1.2 =
[

2.8785 0.25995 40.6495 783.861 0.22142 −0.0033104

0.18762 0.0071605 498.3697 0.15861 0.51737 3.8961
]

Da mesma forma que o
orreu no modelo sem a variável de estado de

gás 
arb�ni
o inorgâni
o, o termo de mortalidade das ba
térias metanogêni
as do

modelo de Monod re
ebeu valor negativo, 
ontrariando a ideia da sua in
lusão. Con-

tudo, quando se analisa o resultado gerado pelo modelo a partir destes parâmetros,

nota-se uma melhoria signi�
ativa em relação as dados reais, 
onforme pode ser


onstatado na Figura 5.33
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Figura 5.33: Vazão de gás para o modelo Monod 
om mortalidade 
om a variável

que denota CO2, 
om inserção de 1% de açú
ar.

O 
omportamento do modelo 
hegou bem mais próximo ao do experi-

mento, in
lusive obtendo maior pre
isão nos pi
os de produção do biorreator, o que

não havia sido 
onseguido nos modelos anteriores. O volume total de gás produzido

ao longo do pro
esso também adquiriu um 
omportamento mais �el ao do biorreator

real, 
om erro de 2.518L, tal qual se observa na Figura 5.34.
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Figura 5.34: Volumes de gás total para o modelo Monod 
om mortalidade 
om a

variável que denota CO2, 
om inserção de 1% de açú
ar.

O dado 
ontendo inserção de 2% de açú
ar resultou no vetor de parâ-

metros:

v2.2 =
[

2.5409 2.1576 0 970.3039 278285.6425 0 0.0245 0.58448

1.9488 2540.9836 100 0.013394 2.5691 0.25798 −0.042405
]
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Nessa identi�
ação, per
ebe-se que novamente foi atribuído valor nega-

tivo a um parâmetro. Neste 
aso, o 
oe�
iente de produção de CO2 a partir dos

á
idos graxos. Apesar de o modelo apresentar melhora em relação ao sem mortali-

dade, o valor negativo impli
aria em um 
onsumo de gás 
arb�ni
o por parte das

ba
térias metanogêni
as, o que não faz sentido na dinâmi
a real do biorreator. Os

grá�
os que expressam a vazão e o volume total de gás produzido pelo modelo estão

ilustrados nas Figuras 5.35 e 5.36, respe
tivamente. O erro total entre os volumes

do experimento e os da simulação foi de 7.1055L.
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Figura 5.35: Vazão de gás para o modelo Monod 
om mortalidade 
om a variável

que denota CO2, 
om inserção de 2% de açú
ar.
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Figura 5.36: Volumes de gás total para o modelo Monod 
om mortalidade 
om a

variável que denota CO2, 
om inserção de 2% de açú
ar.
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Os valores da função objetivo 
om base nos parâmetros identi�
ados e

nos dados experimentais estão indi
ados na Tabela 5.6.

V1.0 V1.1 V1.2 V2.0 V2.1 V2.2

J(v1.2) 1.0001 0.92198 0.4924 NaN NaN NaN
J(v2.2) 1.6065 1.595 0.96882 5.7679 3.0141 2.5881

Tabela 5.6: Tabela de valores da função objetivo para o modelo Monod 
om morta-

lidade.

Nota-se que o valor da função objetivo em relação ao dado utilizado na

otimização está bem menor, o que 
orrobora a maior pre
isão do modelo em relação

ao biorreator real. Per
ebe-se também que, quando se 
al
ulou essa função a partir

dos parâmetros identi�
ados 
om 1% de substrato e dos dados experimentais de 2%,

o valor divergiu. As Figuras 5.37 e 5.38 apresentam a 
omparação das saídas do

modelo 
om a dos dados do experimento.
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Figura 5.37: Vazão de gás do modelo Monod 
om mortalidade identi�
ado 
om o

dado V1.2 em relação aos demais dados de 1%, 
om a variável que denota

CO2.
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Figura 5.38: Vazão de gás do modelo Monod 
om mortalidade identi�
ado 
om o

dado V2.2 em relação aos demais dados de 2%, 
om a variável que denota

CO2.

5.2.3 Parâmetros para o modelo de Haldane sem mortalidade

Ainda na bus
a de um modelo mais pre
iso, a proposta desta subseção


onsistiu em não 
onsiderar a mortalidade das ba
térias, mas sim em adi
ionar ter-

mos de inibição aos seus 
res
imentos. Dessa maneira, o vetor 
onsiderado para iden-

ti�
ação é dado por v =
[

µm1 KS1 KI1 µm2 KS2 KI1 k1 k2 k6 k4 kc k5

]

,

e foi ini
ializado tal qual 
omo segue: Para 1%:

v0 =
[

94.7471 90.3322 20 13.6210 784.7574 20

0.9211 0.0517 498.4841 0.5772 0.3914 2.9942
]

Para 2%:

v0 =
[

9.367 50.6257 1 7.459 214.1864 60

7.0311 0.34734 600.2001 4.522 0.24678 0.1
]

A identi�
ação exe
utada a partir do experimento do biorreator alimen-

tado 
om 1% de 
arga orgâni
a gerou o vetor:

v1.2 =
[

12.1276 16.4085 154.6828 48.3716 783.4533 19.9983

9.489 0.44305 498.6242 7.2418 0.42987 2.9877
]
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Nota-se que, desta vez, o algoritmo 
hegou a valores 
ondizentes 
om

a proposta do modelo. Além disso, o 
omportamento da simulação obteve uma

boa pre
isão quando 
omparada ao do biorreator real, 
omo pode ser observado na

Figura 5.39. Também se per
ebe uma aproximação razoável quando se 
omparam

os volumes de gás produzidos, 
omo ilustra a Figura 5.40, uma vez que o erro total

gerado foi de 3.445L.
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Figura 5.39: Vazão de gás para o modelo Haldane sem mortalidade 
om a variável

que denota CO2, 
om inserção de 1% de açú
ar.
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Figura 5.40: Volumes de gás total para o modelo Haldane sem mortalidade 
om a

variável que denota CO2, 
om inserção de 1% de açú
ar.

O resultado adquirido na identi�
ação por meio do dado 
om 2% é o

vetor:

v2.2 =
[

17.1674 41.7059 72.0083 21.0781 197.6129 10003.7976

12.7708 2.8406 115.6213 0.00077534 0.31971 380.0274
]
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Com esse dado, também obteve-se parâmetros mais 
ondizentes 
om a

proposta do modelo, que propor
ionaram um 
omportamento mais próximo ao do

biorreator real quando 
omparado aos obtidos pelos modelos anteriores, 
onforme

se vê na Figura 5.41.
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Figura 5.41: Vazão de gás para o modelo Haldane sem mortalidade 
om a variável

que denota CO2, 
om inserção de 2% de açú
ar.

A produção total de gás também apresentou 
omportamentos seme-

lhantes, 
om erro de 8.5014L, 
omo elu
ida a Figura 5.42
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Figura 5.42: Volumes de gás total para o modelo Haldane sem mortalidade 
om a

variável que denota CO2, 
om inserção de 2% de açú
ar.

Na Tabela 5.7, observa-se a função objetivo 
al
ulada 
om base nos

parâmetros identi�
ados e nos dados experimentais. Observa-se que a pre
isão foi

menor em relação ao modelo Monod 
om mortalidade. Entretanto, nenhum parâ-

metro assumiu valores não admissíveis na proposta do modelo, o que indi
a uma

vantagem desta dinâmi
a.
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V1.0 V1.1 V1.2 V2.0 V2.1 V2.2

J(v1.2) 0.97013 0.90362 0.52128 18.0152 14.6848 13.1462
J(v2.2) 2.628 2.7536 2.506 6.0998 3.2743 2.7917

Tabela 5.7: Tabela de valores da função objetivo para o modelo Haldane sem mor-

talidade.

A 
omparação entre as saídas de gás simulada e as obtidas experimen-

talmente estão ilustradas nas Figuras 5.43 e 5.44
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Figura 5.43: Vazão de gás do modelo Haldane sem mortalidade identi�
ado 
om

o dado V1.2 em relação aos demais dados de 1%, 
om a variável que

denota CO2.
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Figura 5.44: Vazão de gás do modelo Haldane sem mortalidade identi�
ado 
om

o dado V2.2 em relação aos demais dados de 2%, 
om a variável que

denota CO2.
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5.2.4 Parâmetros para o modelo de Haldane 
om mortalidade

A adição de termos de mortalidade ao modelo mais simples gerou re-

sultados mais pre
isos quando 
omparados ao biorreator real. No entanto, os pa-

râmetros identi�
ados não apresentaram 
on
ordân
ia 
om a proposta do modelo.

Já a in
lusão de fatores de inibição não o
asionou a identi�
ação de parâmetros

fora dos valores esperados, porém não apresentou a mesma pre
isão que a for-

ne
ida pelo modelo 
om mortalidade. Sendo assim, prop�s-se aqui a in
lusão de

ambos os fatores, a �m de obter um modelo ainda mais pre
iso. Com isso, teve-

se v =
[

µm1 KS1 KI1 µm2 KS2 KI2 c1 c2 k1 k2 k6 k4 kc k5

]

o vetor

de parâmetros a se identi�
ar, o qual foi ini
ializado 
omo segue: Com base no

experimento de 1%:

v0 =
[

2.8785 0.2600 0.01 40.6495 783.8610 0.01 0.2214

0.0001 0.1876 0.0072 498.3697 0.1586 0.5174 3.8961
]

Com base no de 2%:

v0 =
[

9.367 50.6257 1 7.459 214.1864 60 0.01

0.0002 7.0311 0.34734 600.2001 4.522 0.24678 0.1
]

Desse modo, o algoritmo de otimização obteve, a partir do dado expe-

rimental do biorreator alimentado 
om 1% de açú
ar, os seguintes parâmetros:

v1.2 =
[

172.036 21.3658 124.679 39.4958 735.921 0.0836 0.1328

0.009481 0.34878 0.0132 497.8528 0.29771 0.4849 19.7825
]

Com esses valores, o modelo atingiu um bom nível de pre
isão, 
onforme

pode ser visto na Figura 5.45. A identi�
ação também não revelou valores que


ontrariassem a proposta do modelo, o que indi
a uma razoável resposta ao problema

de simulação da dinâmi
a do biorreator.
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Figura 5.45: Vazão de gás para o modelo Haldane 
om mortalidade 
om a variável

que denota CO2, 
om inserção de 1% de açú
ar.

Igualmente, o volume de gás total gerado pelo modelo (ilustrado na

Figura 5.46 al
ançou uma aproximação 
oerente à obtida no experimento, 
om erro

de apenas 2.013L, mostrando que, de fato, trata-se de um modelo e�
iente para

representar o pro
esso.
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Figura 5.46: Volumes de gás total para o modelo Haldane 
om mortalidade 
om a

variável que denota CO2, 
om inserção de 1% de açú
ar.

Para este 
aso, analisou-se também as taxas de 
res
imento ba
terianas

simuladas pelo modelo. Repara-se na Figura 5.47 que o desenvolvimento da família

a
idogêni
a al
ança seu máximo valor quando a 
on
entração de substrato está

próximo a 0.4, momento em que essa taxa atinge quase 0.01. A partir daí os termos

de saturação e inibição 
ausam a queda no 
res
imento. Na Figura 5.48 nota-se

que a taxa de expansão das ba
térias metanogêni
as 
res
e a
entuadamente 
om o

aumento da 
on
entração dos á
idos graxos.
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Figura 5.47: Taxa de 
res
imento das ba
térias a
idogêni
as em função da 
on
en-

tração do substrato orgâni
o.
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Figura 5.48: Taxa de 
res
imento das ba
térias metanogêni
as em função da 
on-


entração dos á
idos graxos.
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Na identi�
ação realizada 
om o experimento de 2% de açú
ar 
omo

substrato do biorreator, 
hegou-se ao vetor:

v2.2 =
[

189.3161 64.8454 85.7166 7.6528 139.8813 999.9966 0.089989

0.012772 1.045 0.22079 152.5292 5.4778e− 14 0.3068 327.9841
]

Novamente, obteve-se uma identi�
ação 
om valores alinhados à pro-

posta do modelo, e o resultado gerado pelos parâmetros 
onseguiu razoável pre
isão

na 
omparação 
om os dados reais, 
omo pode ser visto na Figura 5.49.
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Figura 5.49: Vazão de gás para o modelo Haldane 
om mortalidade 
om a variável

que denota CO2, 
om inserção de 2% de açú
ar.

O volume de gás total também apresentou um 
omportamento satisfa-

tório em relação ao experimento real, tal qual revela a Figura 5.50, apresentando

um erro de 7.4027. Portanto, pode-se 
onsiderar que o modelo adotado des
reve

adequadamente a dinâmi
a do biorreator.
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Figura 5.50: Volumes de gás total para o modelo Haldane 
om mortalidade 
om a

variável que denota CO2, 
om inserção de 2% de açú
ar.

No que diz respeito às taxas de 
res
imento das populações de ba
térias,

per
ebe-se na Figura 5.51 que as a
idogêni
as atingiram uma taxa máxima inferior

a obtida na inserção de 1%. Porém, é ne
essário maior 
on
entração de substrato

para que essa taxa 
ome
e a de
air.
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Figura 5.51: Taxa de 
res
imento das ba
térias a
idogêni
as em função da 
on
en-

tração do substrato orgâni
o.

Já na Figura 5.52, 
onstata-se que, desta vez, a taxa de 
res
imento

das ba
térias metanogêni
as atinge seu ápi
e pou
o antes da 
on
entração de á
idos

graxos 
hegar a 0.4, quando então 
omeça a de
air.
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Figura 5.52: Taxa de 
res
imento das ba
térias a
idogêni
as em função da 
on
en-

tração do substrato orgâni
o.

Na Tabela de valores da função objetivo (5.8), nota-se um relativo ga-

nho na apli
ação do modelo de Haldane 
om mortalidade em 
omparação 
omo os

demais.

V1.0 V1.1 V1.2 V2.0 V2.1 V2.2

J(v1.2) 0.76419 0.75604 0.45637 18.9142 14.3326 13.1828
J(v2.2) 1.4691 1.5372 1.2778 6.1557 3.3429 2.6652

Tabela 5.8: Tabela de valores da função objetivo para o modelo de Haldane 
om

mortalidade.

Nas Figuras 5.53 e 5.54, estão retratadas as saídas de gás do modelo

simuladas junto às 
oletadas nos 6 experimentos.
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Figura 5.53: Vazão de gás do modelo Haldane 
om mortalidade identi�
ado 
om

o dado V1.2 em relação aos demais dados de 1%, 
om a variável que

denota CO2.
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Figura 5.54: Vazão de gás do modelo Haldane 
om mortalidade identi�
ado 
om

o dado V2.2 em relação aos demais dados de 2%, 
om a variável que

denota CO2.

5.3 Dis
ussão dos Resultados

Após a apresentação dos resultados, 
abe agora dis
utir a
er
a dos mo-

delos obtidos. Em um primeiro momento, sugeriu-se um modelo mais simples para

representar a dinâmi
a de um biorreator anaeróbi
o, no qual a saída de gás 
arb�-

ni
o se dava de maneira imediata. Por isso, foi des
onsiderada a variável de estado

que representava a 
on
entração desse gás no biorreator.

No primeiro resultado, prop�s-se o modelo mais simples de todos, em

que não havia mortalidade de ba
térias e nem fatores de inibição em seu 
res
imento

(Lei de Monod). A identi�
ação revelou algumas dis
repân
ias em relação aos dados

obtidos experimentalmente, sobretudo no que diz respeito às quantidades máximas

produzidas nos primeiros pi
os, embora tenha retratado razoavelmente os intervalos

de aumento e queda na produção. Dessa forma, pro
urou-se melhorar a pre
isão do

modelo 
om a adição de fatores de mortalidade, o que o torna menos simples porém

mais 
ondizente 
om os fen�menos envolvidos. Entretanto, a identi�
ação apre-

sentou valores não admissíveis para alguns parâmetros, apesar de ter melhorado a

pre
isão da simulação em 
omparação à saída real de gás. Sendo assim, sugeriu-se a

alteração na dinâmi
a de 
res
imento ba
teriano, substituindo os termos de mortali-

dade por fatores de inibição (Haldane). Contudo, mais uma vez o algoritmo retornou
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um parâmetro negativo em um dos 
oe�
ientes de inibição, 
ontrariando o que se

propunha, ainda que o resultado simulado se aproximasse mais do experimento rea-

lizado. Por �m, adotou-se o modelo mais 
omplexo dentre os que des
onsideravam

a variável de estado da 
on
entração de CO2, admitindo as 
onstantes referentes à

mortalidade e inibição. Os resultados mostraram que, mesmo havendo melhoria na

pre
isão da saída de gás quando 
onfrontada ao experimento, o vetor de parâmetros

não re�etiu realismo, visto que alguns dos seus valores não estavam adequados à

proposta do modelo. A partir desses quatro 
asos, 
on
lui-se que, se o objetivo for a

utilização do modelo mais simples, re
omenda-se a adoção do primeiro apresentado

que, mesmo sendo mais simpli�
ado, apresenta um 
omportamento muito próximo

aos demais, porém 
ontendo parâmetros que harmonizam melhor 
om a realidade.

Com o intuito de aprimorar a representação da dinâmi
a de um bior-

reator anaeróbi
o, a segunda proposta foi admitir a quinta equação diferen
ial que

denotava a 
on
entração de CO2. Da mesma maneira, sugeriu-se o uso de quatro

modelos 
om dinâmi
as distintas para que se obtivesse a melhor resposta possível.

No primeiro, utilizou-se a ideia mais simples para os fen�menos de desenvolvimento

da população dos mi
ro-organismos, isto é, que o pro
esso não envolvia morte nem

inibição. Como esperado, o modelo al
ançou um nível de pre
isão maior quando


omparados aos modos anteriores, 
onforme também pode ser observado nas tabe-

las que estimaram o valor da função otimizada. Porém, ainda houve desarmonia


om o experimento real em alguns aspe
tos, prin
ipalmente nos valores dos pi
os de

produção. Por isso, foram adi
ionados a esse modelo os termos de mortalidade, 
om

a esperança de obter melhoria tornando o modelo mais 
ondizente 
om a dinâmi
a

real. De fato, o que se viu foi uma signi�
ativa melhora, in
lusive os pontos de

maior produção, que nos modelos anteriores não foram al
ançados, dessa vez estive-

ram bem mais próximos. Todavia, mais uma vez o vetor de parâmetros identi�
ado

apresentou valores em desa
ordo 
om a real proposta do modelo. Sendo assim, tal

qual anteriormente, sugeriu-se a substituição dos termos de mortalidade por índi
es

de inibição. Dessa vez, o modelo adotado re�etiu na sua identi�
ação realismo em
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relação à dinâmi
a real, e também atingiu uma boa pre
isão quando 
omparado ao

experimento. Finalmente, 
onsiderou-se o modelo mais 
ompleto, 
om termos de

mortalidade e fatores de inibição. Esse modelo mais 
omplexo também foi o que

a
arretou maior pre
isão em relação aos dados reais. Além do 
omportamento mais

próximo, os parâmetros identi�
ados re
eberam valores 
ondizentes 
om o que foi

proposto, 
ara
terizando este último modelo 
omo o mais indi
ado para retratar a

dinâmi
a do biorreator.

Portanto, se a ideia é a utilização de um sistema mais simples para

representar os fen�menos envolvidos na produção de gás pelo biorreator, a
onselha-se

o uso do primeiro modelo apresentado. Contudo, não há razões para não se adotar o

último modelo exibido, pois apesar de mais 
omplexo, a pre
isão obtida é bem maior

quando 
omparada ao mais simples. Além disso, o 
usto 
omputa
ional gerado na

identi�
ação dos parâmetros deste 
aso não é tão maior que o dos 
asos anteriores, já

que o tempo estimado na exe
ução do algoritmo foi de aproximadamente 2 minutos.

Dessa forma, re
omenda-se o uso do Modelo Haldane 
om mortalidade que 
onsidera

a variável de estado da 
on
entração de CO2 para des
rever a dinâmi
a de um

biorreator anaeróbi
o do tipo semibatelada. A tabela 5.9 exibe um resumo dos

resultados obtidos na identi�
ação dos parâmetros.
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Modelo sem a 
on
entração de CO2

Substrato Monod sem mortalidade Monod 
om mortalidade

1%

v1.0 v1.1 v1.2 v1.0 v1.1 v1.2
1.3698 1.3748 0.90289 1.294 1.3148 0.83782

2%

v2.0 v2.1 v2.2 v2.0 v2.1 v2.2
8.1837 5.2011 4.7192 8.1651 5.1302 4.5852

Substrato Haldane sem mortalidade Haldane 
om mortalidade

1%

v1.0 v1.1 v1.2 v1.0 v1.1 v1.2
1.3266 1.3325 0.87778 1.2949 1.3162 0.84055

2%

v2.0 v2.1 v2.2 v2.0 v2.1 v2.2
7.9073 5.0108 4.5328 7.9562 5.0398 4.4986

Modelo 
om a 
on
entração de CO2

Substrato Monod sem mortalidade Monod 
om mortalidade

1%

v1.0 v1.1 v1.2 v1.0 v1.1 v1.2
1.1289 1.1395 0.74605 1.0001 0.92198 0.4924

2%

v2.0 v2.1 v2.2 v2.0 v2.1 v2.2
6.1829 3.7503 3.3314 5.7679 3.0141 2.5881

Substrato Haldane sem mortalidade Haldane 
om mortalidade

1%

v1.0 v1.1 v1.2 v1.0 v1.1 v1.2
0.97013 0.90362 0.52128 0.76419 0.75604 0.45637

2%

v2.0 v2.1 v2.2 v2.0 v2.1 v2.2
6.0998 3.2743 2.7917 6.1557 3.3429 2.6652

Tabela 5.9: Tabela 
om os valores da função objetivo determinados pela identi�
a-

ção do modelo a partir dos dados v1.2 e v2.2 levando em 
onta os demais

dados que 
ontinham a quantidade de gás gerada 
om a mesma inserção

de substrato
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6 CONCLUSÕES

A 
ompreensão dos fen�menos envolvidos na digestão anaeróbi
a de

um biorreator é essen
ial para o entendimento da sua dinâmi
a. Assim, através da

modelagem matemáti
a desses pro
essos, pode-se des
rever a operação do sistema e,


onsequentemente, utilizá-lo para otimizar o uso do biorreator. Contudo, é possível

propor diferentes 
omportamentos para 
ertos estados, e o modelo pode adaptar-se

ao modo de operação do biorreator.

Neste trabalho, realizou-se a simpli�
ação de um modelo de 
on�gura-

ção geral para biorreatores a �m de que ele denotasse 
om maior exatidão o sistema

que opera em fermentação semi
ontínua. Além disso, adotou-se um 
onjunto de

equações mais simples e outro mais 
omplexo para representar os fen�menos abran-

gidos. A validação desses modelos foi feita a partir da identi�
ação dos parâmetros


om base em experimentos práti
os que 
ontinham a quantidade de gás gerada, e

revelou que algumas dinâmi
as propostas podem reproduzir 
om pre
isão o fun
io-

namento do biorreator. Mostrou-se também que sua identi�
abilidade depende de

algumas 
ondições, às quais foram submetidas na obtenção dos resultados apresen-

tados. Com isso, de�niu-se o modelo Haldane 
om mortalidade que adota a variável

de estado que representa a 
on
entração de CO2 do sistema 
omo o mais pre
iso

na retratação da dinâmi
a estudada. Dessa forma, 
onsidera-se bem su
edido o

objetivo de desenvolver um modelo pre
iso para as atividades de um biorreator.

A partir dos resultados obtidos, estudos futuros podem ser 
onsidera-

dos. Pode-se utilizar o modelo identi�
ado na estimação das suas variáveis de estado


ujas informações não são 
onhe
idas. Isso também possibilita realizar o 
ontrole

do biorreator. Ademais, é possível apli
ar a mesma metodologia na identi�
ação de

parâmetros de um modelo que des
reva o fun
ionamento de um biorreator no modo


ontínuo. Ainda, 
om base nas simulações, pode-se veri�
ar a proporção de gás

89



metano em relação ao gás 
arb�ni
o gerado pelo biorreator, 
ompreender melhor as

velo
idades de reação e investigar as 
ir
unstân
ias nas quais o sistema opera em

melhores 
ondições.
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